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Cn ■ Resume. Le but de cet article est d'etablir des theoremes de forme asymp- 

totique pour le processus de contact en environnement aleatoire stationnaire, 
v«) generalisant ainsi des resultats connus pour le processus de contact en en- 

C~J . vironnement deterministe. En particulier, on montre que pour presque toute 

realisation de l'environnement aleatoire et pour presque toute realisation du 

I processus de contact telle que le processus survit, l'ensemble Ht des points qui 

ont ete occupes avant le temps t est tel que Ht/t converge vers un compact 

L> ', qui ne depend que de la loi de l'environnement. La preuve utilise un nouveau 

p^H ■ theoreme ergodique presque sous-additif. 

Mots clefs : croissance aleatoire, processus de contact, environnement alea- 
C"| toire, theoreme ergodique sous-additif, theoreme de forme asymptotique 
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C^ , Abstract. The aim of this article is to prove asymptotic shape theorems 

for the contact process in stationary random environment. These theorems 
generalize known results for the classical contact process. In particular, if Ht 
denotes the set of already occupied sites at time t, we show that for almost ev- 

■^4- , ery environment, when the contact process survives, the set Ht/t almost surely 

£>. ■ converges to a compact set that only depends on the law of the environment. 

\ JT} ' To this aim, we prove a new almost subadditive ergodic theorem. 

Cn ■ Key words: Random growth, contact process, random environment, sub- 

additive ergodic theorem, shape theorem 
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O . 1. Introduction 

Le but de cet article est d'obtenir un theoreme de forme asymptotique pour 
le processus de contact dans un environnement aleatoire en dimension d. Dans 
notre cas, l'environnement est donne par une famille de variables aleatoires (A e ) e gE d 
indexee par l'ensemble E d des aretes du reseau cubique Z d , la variable aleatoire A e 
representant le taux de naissance sur l'arete e tandis que les taux de mort sont tous 
egaux a 1. La loi des (A e ) e eE d es t supposee stationnaire et ergodique. 

Notre principal resultat est le suivant : si on suppose que les (A e ) eS E d prennent 
leurs valeurs au dessus de A c (Z d ), le parametre critique pour la possibilite de survie 
du processus de contact ordinaire sur Z d , alors il existe une norme \x sur R d telle 
que, pour presque tout environnement A = (A e ) ee jE<i, l'ensemble Ht des points deja 
infectes au moins une fois au temps t verifie 

P A (3T > t > T ==> (1 - e)tA„ cH t c(l + e)tA, L ) = 1, 

ou A^ est la boule unite de la norme fi, et Pa la loi du processus de contact en 
environnement A, conditionne a survivre. On retrouve done un theoreme de forme 
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asymptotique analogue a celui gouvernant la croissance du processus de contact 
surcritique sur Z en environnement deterministe. 

Jusqu'a present, les travaux concernant le processus de contact en environnement 
aleatoire sont essentiellement consacres a la determination de conditions assurant la 
survie (Liggett [29], Andjel [3], Newman et Volchan [3T|), ou l'extinction (Klein |27| ) 
du processus de contact. Par ailleurs, la plupart d'entre eux traitent de la dimension 
un. Ainsi, Bramson, Durrett et Schonman [6] montrent qu'en dimension un et en 
environnement aleatoire, une croissance sous-lineaire est possible. lis conjecturent 
en revanche qu'un theoreme de forme asymptotique devrait pouvoir etre obtenu en 
dimension d > 2, des que la survie du processus de contact est possible. 

Rappelons les deux etapes de la preuve du resultat de forme asymptotique dans 
le cas du processus de contact en environnement deterministe : 

- En 1982, Durrett et Griffeath [16] montrent le resultat pour les grandes valeurs 
du taux de naissance A. Pour ces grandes valeurs, ils obtiennent des estimees 
garantissant essentiellement que la croissance est d'ordre lineaire, puis utilisent 
des techniques (presque) sous-additives pour en deduire le resultat de forme 
asymptotique 

- Plus tard, Bezuidenhout et Grimmett [4] montrent qu'un processus de contact 
surcritique sur Z d , vu a grande echelle, domine stochastiquement une perco- 
lation orientee surcritique. Ils indiquent egalement comment leur construction 
peut etre utilisee pour prolonger le resultat de forme asymptotique dans toute 
la zone surcritique. Cette derniere etape, qui consiste a montrer que les es- 
timees utilisees dans [16] s'etendent a tout le regime surcritique est faite en 
detail par Durrett dans [15] . 

Dans le cas de l'environnement aleatoire, on retrouve ces deux aspects du pro- 
bleme. Le defi certainement le plus difficile consiste a montrer que des que la survie 
est possible, la croissance du processus de contact est d'ordre lineaire ; ceci corres- 
pondrait a montrer l'equivalent en environnement aleatoire du resultat de Bezui- 
denhout et Grimmett [4] . Un autre probleme est de montrer que sous des conditions 
garantissant que la croissance est d'ordre lineaire, on peut obtenir un theoreme de 
forme asymptotique : c'est l'analogue de Durrett et Griffeath [16], et le probleme 
auquel nous nous interessons ici. 

Nous avons ainsi choisi d'imposer des conditions sur l'environnement aleatoire 
permettant d'obtenir, a l'aide de techniques classiques, des estimees similaires a 
celles requises dans [16] : en effet, la demonstration de l'existence d'une forme 
asymptotique en milieu aleatoire a partir de ces estimees recede deja en elle-mSme 
de serieuses difficultes. 

En general, les theoremes de forme asymptotique pour des modeles de croissance 
se prouvent grace a la theorie des processus sous-additifs initiee par Hammersley 
et Welsh [20], et en particulier grace au theoreme ergodique sous-additif de King- 
man [25] et a ses differentes extensions. L'exemple le plus evident est certainement 
celui du theoreme de forme asymptotique pour la percolation de premier passage 
sur Z d (voir aussi les diverses extensions de ce modele : Boivin [5], Garet et Mar- 
chand [Hj, Vahidi-Asl et Wierman [35], Howard et Newmann [23], Howard [22] . 
Deijfen [TO]). 

Parmi les modeles relevant de la theorie sous-additive, on peut distinguer deux 
families. La premiere, et la plus frequemment etudiee, est celle des modeles perma- 
nents : la forme occupee au temps t ne fait que croitre et il n'y a pas d'extinction 
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possible (modeles de Richardson [32], modele des grenouilles de Alves et al. [H [2] 
et des marches aleatoires branchantes de Comets et Popov (H|). Dans ces modeles, 
la partie essentielle du travail consiste a montrer que la croissance est au moins 
lineaire, la sous-additivite permettant alors d'obtenir la convergence desiree. 

La seconde famille est celle des modeles non permanents, autrement dit ceux ou 
l'extinction est possible. Dans ce cas, c'est en conditionnant par la survie que l'on 
espere obtenir un theoreme de forme asymptotique. Les dimcultes induites par la 
possibilite d'extinction ont ete soulignees des la genese de la theorie sous-additive, 
en particulier par Hammersley lui-meme [19] : en effet, si Ton veut demontrer que 
les temps d'atteinte (t(x)) xe %d des differents points du reseau sont tels que t(nx)/n 
converge, la theorie de Kingman requiert que la famille des variables aleatoires t(x) 
est stationnaire (en un sens a preciser) et integrable. Bien sur, si l'extinction est 
possible, il n'y a pas integrabilite puisque les temps d'atteinte peuvent etre inflnis. 
En revanche, si Ton conditionne par la survie, les proprietes d'independance, de 
stationnarite, voire de sous-additivite peuvent etre perdues. Un premier lemme de 
presque sous-additivite est propose par Kesten dans la discussion de Particle de 
Kingman [25], puis etendu par Hammersley [H] (page 674). Plus tard, on trou- 
vera d'autres types d'hypotheses (voir par exemple Derriennic [IT], Derriennic et 
Hachem [12], et Schiirger [331134]). 

Le processus de contact fait clairement partie de la seconde famille. C'est sur 
le lemme de Kesten-Hammersley que s'appuient Bramson et Griffeath [3 [7], puis 
Durrett et Griffeath [16] pour demontrer leurs theoremes de forme asymptotique. 
Cependant, leur preuve, quoique partiellement corrigee dans [H], contient un cer- 
tain nombre d'erreurs liees au conditionnement. La strategie que nous develop- 
pons, differente du fait de l'environnement aleatoire, offre une preuve alternative 
du theoreme de forme asymptotique pour le processus de contact en environnement 
deterministe. 

Bien-sur, le caractere aleatoire de l'environnement induit des dimcultes supple- 
mentaires. Pour parler simplement, si l'on travaille a environnement fixe, toute 
stationnarite spatiale est perdue. En revanche, si l'on travaille en environnement 
moyenne, c'est le caractere markovien du processus de contact qui fait defaut. Le 
lemme de Kesten et Hammersley ne peut done pas etre utilise directement puisque 
ce dernier reclame a la fois de la stationnarite et une forme d'independance. Nous 
introduisons ici une nouvelle quantite cr(x), que l'on peut voir comme un temps de 
regeneration, et qui represente un moment ou le site x est occupe par un individu 
dont la descendance est infinie. Ce a verifie certaines proprietes de stationnarite 
et de presque sous-additivite qui faisaient defaut au temps d'atteinte t[x) et qui 
permettront de reformuler le probleme dans un cadre de theorie ergodique presque 
sous-additive. Nous etablissons alors, avec des techniques inspirees de Liggett, un 
theoreme ergodique presque sous-additif general, qui nous permet d'obtenir le theo- 
reme de forme asymptotique pour a. Finalement, en controlant l'ecart entre le temps 
d'atteinte t(x) et a(x), on pourra transferer a t les resultats obtenus pour a. 

2. MODELE ET RESULTATS 

2.1. Environnement. Dans tout Particle, on notera ||.||i et ||.||oo les normes sur M. d 
respectivement definies par ||x||i = J2 i=1 \x%\ et |[a;|[oo = max \xi\. La notation 
|.| sera utilisee pour designer une norme quelconque. 
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Soit A m i n et A max deux reels fixes, avec A c (Z d ) < A m j n < A max , ou X c (Z d ) est le 
taux de naissance critique pour la survie du processus de contact usuel sur Z d . Dans 
toute la suite, on se limitera a l'etude du processus de contact en environnement 
aleatoire avec des taux de naissance A = (A e ) eG gd appartenant a Pensemble des 
environnements A = [A m i n , A max ] E • Un environnement est done une collection A = 

(Ae) e gE d G A. 

Soit A G A un environnement fixe. Le processus de contact (£t)t>o dans l'en- 
vironnement A est un processus de Markov homogene qui prend ses valeurs dans 
l'ensemble V(Z d ) des parties de Z d , que l'on identifiera parfois a l'ensemble {0, 1} Z . 
Ainsi, on s'autorisera les deux ecritures 

z e £ t ou £ t (z) = 1. 

Si £t(z) = 1, on dit que le site z est occupe, tandis que si £t(z) = 0, on dit que le 
site z est vide. Le processus evolue de la facon suivante : 

- un site occupe devient vide a taux 1, 

- un site z vide devient infecte au taux \, £,t{z')X{ z .z'}, 

\\z— z'||i = l 

ces differentes evolutions etant independantes les unes des autres. Dans la suite, 
on notera V l'ensemble des fonctions cadlag de R + dans V(Z ) : e'est l'espace 
canonique pour les processus de Markov admettant V(Z d ) comme espace d'etat. 

Pour definir le processus de contact en environnement A G A, on utilise la 
construction de Harris [21] des processus de Markov additifs a valeurs dans les 
parties de 7L d . Elle permet de coupler des processus de contact partant de configu- 
rations differentes, en les construisant a partir d'une meme collection de mesures 
de Poisson sur M.+ . 

2.2. Construction de la famille de mesures de Poisson. Sur E+ muni de sa 
tribu borelienne £>(M+), on considere l'ensemble M constitue des mesures ponc- 
tuelles m = X)iJo ^*; localement finies dont tous les atomes sont de masse 1. On 
munit cet ensemble de la tribu M. engendree par les applications m i— > m(B), ou 
B decrit l'ensemble des boreliens de M+. 

On definit alors l'espace mesurable (Ct, J-) par 

= M Ed x M zd et r = M md (g) M m ". 

Sur cet espace, on considere la famille de probabilites (Pa)agA definies comme suit : 
pour tout A = (A e ) eeE d G A, 




ou, pour chaque A G R+, V\ est la loi d'un processus ponctuel de Poisson sur R+ 
d'intensite A. Si A G R+, on ecrit plutot Pa (au lieu de P(a) d ) pour la loi en 
environnement deterministe avec taux de naissance A en chaque ar^te. 

Pour tout t > 0, on note Tt la tribu engendree par les applications w *-> uj e (B) 
et u) i— > uj z (B), ou e decrit E d , z decrit Z d , et B decrit l'ensemble des boreliens de 
[0,t]. 
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2.3. La construction graphique du processus de contact. Cette construction 
est tres detaillee dans Particle de Harris [21] ; nous ne donnons ici qu'une description 
informelle. Soit w = ((^ e )eeE d A 0J z)zez d ) € f2. Au dessus de chaque site z £ Z d , 
on trace un axe temporel R+, et on marque une croix aux instants donnes par 
u> z . Au dessus de chaque ar6te e £ E d , on trace aux instants donnes par o> e un 
segment horizontal entre les deux extremites de l'arete. Un chemin ouvert suit les 
axes temporels au dessus des sites sans pouvoir traverser les croix, et emprunte 
les segments horizontaux pour passer d'un axe dessine au dessus d'un site a Paxe 
dessine au dessus d'un site voisin. Si on pense le processus de contact en termes de 
propagation d'une infection, un chemin ouvert est un trajet possible de Pinfection 
d'un site par un autre. Pour x,y £ Z d et t > 0, on dit alors que £?(y) = 1 si et 
seulement si il existe un chemin ouvert de (x,0) a (y,i), puis on definit : 

& = {y£l d : ff(y) = l}, 
(1) et, pour tout A£V{1 d ), £* = (J £f. 

En particulier, on a immediatement (A C B) => (Vi > £f C £f). 

Quand A £ M!j_, Harris prouve que sous F\, le processus (£,f)t>o est le processus 
de contact avec taux de naissance constant A, partant de la configuration initiale A. 
II n'est pas difficile d'adapter la preuve pour voir que, si A £ A, sous Pa, le processus 
(Ct 4 )t>o est ce que nous avons appele le processus de contact en environnement A, 
partant de la configuration initiale A. Ce processus est fellerien, et jouit done de la 
propriete de Markov forte. 

2.4. Translations temporelles. Pour t > 0, on definit Poperateur de translation 
0t sur une mesure ponctuelle m = X^JT $U sur ^+ P ar 

+oo 



Otm = ^ l {u>t}$t 



La translation B t induit de maniere naturelle une operation sur CI, que Pon note 
encore 6 t : pour tout w £ CI, on pose 

9 t uj = ((9 t id e ) eeK d, (9 t uj z ) z<£ z,d). 

Les mesures ponctuelles de Poisson etant toutes invariantes par translation, Popera- 
teur 9t laisse toutes les probabilites Pa invariantes. La propriete de semi-groupe du 
processus de contact a ici une version plus forte trajectorielle : pour tout A C Z d , 
pour tous s, t > 0, pour tout u £ fl, on a Pidentite 

(2) ^t+sM = ^ (uj) (0 t u;) = f,(fl tW ) o £ t », 

qui peut s'exprimer sous la forme markovienne classique 

Vi? £ B(V) mf +s ) 8 >o £ B\T t ) - P(te) s >o G B) o tf . 

On a Panalogue pour la propriete de Markov forte : si T est un temps d'arret 
adapte a la filtration {!Ft)t>a, alors, sur Pevenement {T < +oo}, 

VBEB(V) P((^ + J s >o G B\Tt) = niC s )s>o£B)o^. 
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Rappelons que Tt designe la tribu des evenements determines au temps T definie 
par 

T T = {B^T : Vt > Bn{T<(}ef(}. 

2.5. Translations spatiales. On peut faire agir 7L d a la fois sur le processus et 
sur l'environnement. L'action sur le processus consiste a changer le point de vue de 
l'observateur de revolution du processus : pour x G Z d , on definit l'operateur de 
translation T x par 

VwGfi T X UJ = ((w I+e ) e g E i, (w 2 - +z ) z6 Z d ): 

ou l'on a convenu que x + e etait la translatee de vecteur x de l'arete e. 

Par ailleurs, pour tout environnement A G A, on considerera l'environnement 
translate x.X defini par (x.X) e = \ x + e . Ces deux actions sont duales au sens suivant : 
pour tout A G A, pour tout i £ Z" 1 , on a 

(3) VieJ V x (T x u>eA) = P x . x (ujeA)- 

en particulier, la loi de £ a sous P> est egale a la loi de £° sous P x .a- 

2.6. Temps d'atteinte essentiels et transformations associees. Pour A C 
Z d , on definit le temps de vie t a du processus issu de A, 

t A =inf{i>0: £ 4 = 0}. 

Pour A C Z d et x G Z d , on definit egalement l'instant t A {x) de premiere infection 
du point x en partant de A : 

t A (x) = M{t > : x e tf}- 

Si y G Z d , on note t v (x) pour u y j(a;). De meme, on ecrira simplement t(x) pour 
t°(x). 

On introduit alors la quantite a(x) qui s'averera primordiale dans la suite : il 
s'agit d'un instant ou nait au site x, dans le processus issu de 0, un point dont la 
descendance ne s'eteint pas. On le definit par une famille de temps d'arrets comme 
suit : on pose uq(x) = Vo(x) = et on definit par recurrence deux suites croissantes 
de temps d'arret (u n {x)) n >o et (v n (x)) n >o avec Uo(x) = vq(x) < Ui(x) < Vi(x) < 
U2{x) ... de la fagon suivante : 

- Supposons avoir construit Vk(x). On pose Uk+i{x) = inf{i > Vk{x) : x G £°}. 
Si Vk(x) < +oo, alors uu+i{x) represente le premier instant apres Vk(x) ou le 
point x est a nouveau occupe ; sinon Uk+i(x) = +oo. 

- Supposons avoir construit Uk(x), avec k > 1. On pose Ufe(a;) = Uk(x) + t x o 

Si Ufe(x) < +oo, le temps t x o fl Ufe (a;) represente la duree de vie du processus 
de contact demarrant enia l'instant Uk(x) ; sinon v^ix) = +oo. 
On pose alors 

(4) K(x) = min{n > : v n (x) = +oo ou u n +i(x) = +oo}. 

Cette quantite represente le nombre d'etapes avant que l'on arrete le precede : on 
s'arrete soit parce qu'on trouve un v n (x) infini, ce qui correspond a trouver un 
instant u n (x) ou le point x est a la fois occupe et depart d'une descendance infinie, 
soit parce qu'on trouve un u n +i(x) infini, ce qui correspond au fait qu'apres v n (x), 
le point x n'est plus jamais occupe. 
On pose alors <r{x) = Uk(x)- 
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Nous l'appellerons le temps d'atteinte essentiel de x. II est bien stir plus grand 
que le temps d'atteinte t(x). On verra que la quantite K{x) est presque surement 
finie, ce qui fait que a(x) est bien defini. Conjointement, on definit la transformation 
X de fl dans lui-meme par : 

- _\T x o8 a{x) si a{x) < +00, 
[T x sinon, 

ou, si Ton se veut plus explicite : 

to \i \ _ f Tx{9 ff (x){u)w) si a(x)(u) < +00, 
{Vx)(w) = < 

lijc^wj smon. 

Nous allons travailler principalement avec le temps d'atteinte essentiel a(x) qui 
possede, contrairement a t(x), de bonnes proprietes d'invariance en environnement 
conditionne a survivre. Nous verrons qu'on peut aussi controler la difference entre 
<j(x) et t(x), ce qui permettra de transposer les resultats obtenus pour a(x) a t{x). 

2.7. Processus de contact en environnement aleatoire conditionne a sur- 
vivre. Nous allons maintenant nous placer en environnement aleatoire. Pour toute 
la suite, on fixe une mesure de probabilite v sur l'ensemble des environnements 
A = [A m in, A max ] E . On suppose que v est stationnaire et ergodique sous Taction de 
1i d . Bien evidemment, cela contient le cas d'un environnement deterministe clas- 
sique avec un taux de naissance constant A > A c (Z d ) : il suffit de prendre pour v 
la masse de Dirac (<5a)® e . 

Pour A e A, on definit la probabilite Pa sur (fl, T) par 

MEET ~P x {E)=Px(E\t° = +00). 

C'est la loi de la famille des processus ponctuels de Poisson, conditionnes a ce que 
le processus de contact issu de survive. Sur le mfime espace (ft, J 7 ), on definit 
alors la probabilite moyennee (annealed) P par 

V££f ¥(E) = [ ¥ X (E) dv{\). 
Ja 

Autrement dit, l'environnement A = {\ e ) e eE d dans lequel le processus de contact 
evolue est une variable aleatoire de loi v , et c'est sous cette derniere probabilite P 
que Ton va chercher a etablir le theoreme de forme asymptotique. 

II aurait pu sembler plus naturel de travailler avec la probabilite suivante : 

MEET nE)=m\r« = +cc) = ± } 1 Pa Vo = + oo)J(A) ■ 

Notre choix de ne considerer que des environnements uniformement surcritiques 
assure cependant que P et P sont equivalentes. Le theoreme de forme asymptotique 
que nous enongons presque surement sous P peut ainsi etre enonce presque surement 

sous P. 

2.8. Organisation de Particle et resultats. Dans la section 02 on etablit les 
proprietes d'invariance et d'ergodicite. On montre en particulier le theoreme sui- 
vant : 

Theoreme 2.1. Pour tout x E Z rf \{0}, le systeme (Cl,T,¥, 9 X ) est ergodique. 
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Dans la section [U on etudie les proprietes d'integrabilite des {&{x)) xe %d ; on 
controle l'ecart entre a(x) et t(x) ainsi que le defaut de sous-additivite de a : 

Theoreme 2.2. II existe des constantes positives Ah*l Btr telles que pour tout A 6 A, 
pour tous x,y £ Z d , 

(5) Vi>0 Px(<r(x + y)- (a(x)+a(y)o6 x )>t) <A 5 exp(-B 5 Vi). 

Ainsi, le defaut de sous-additivite de a est tres faible ; en particulier il ne de- 
pend pas des points consideres. Alors, s'inspirant des methodes de Kingman [26] 
et Liggett [28J, on montre dans la section [5] que pour tout x dans Z d , le rapport 
a t nx > converge P presque surement vers un reel fi(x). La fonctionnelle x i— > fJ,(x) se 
prolonge en une norme sur M. d , qui va caracteriser la forme asymptotique. Dans la 
suite, on notera A^ la boule unite pour /j,. On definit 

H t = {xeZ d : t(x) < t}, 
G t = {x e Z d : a(x) < t}, 
K[ = {xeZ d :\f S >t g(x)=g\x)}, 

et on designe par H t ,G t , K' t les versions grossies des ensembles H t , G t ,K' t : 
H t =H t + [0, l] d , G t = G t + [0, l] d et K' t = K' t + [0, l} d . 

On peut alors demontrer les resultats suivants : 

Theoreme 2.3 (Theoreme de forme asymptotique). Pour tout e > 0, avec proba- 
bility 1 sous P, pour tout t suffisamment grand, 

(6) (l-e)A ll C l t * C-±C-±C(l+e)A M . 

L'ensemble K' t fl Gt est la zone couplee du processus. Notons que comme la 
litterature existante n'a pas fait jouer de rdle particulier a a(x), les theoremes de 
forme asymptotique considerent plutot la quantite Kt D Ht, avec 

K t = {xeZ d : $(x)=£f d (x)}. 

Notre resultat implique egalement le theoreme de forme asymptotique pour K t (lH t , 
car K't n G t C K t n H t c F t . 

Remarquons que le theoreme de forme asymptotique peut se reformuler sous la 
forme "quenched" suivante : pour v presque tout environnement, on sait que sur 
Pevenement "le processus de contact survit", sa croissance est presque surement 
gouvernee par (J6j) pour tout t suffisamment grand. Dans le mfime ordre d'idees, on 
peut retrouver pour v presque tout environnement le resultat de convergence en loi 
suivant : 

Theoreme 2.4 (Theoreme de convergence complete). Pour tout A <G A, le processus 
de contact dans V environnement A admet une mesure invariante maximale m\ qui 
est caracterisee par 

VA C Z d , \A\ < +oo m x (uJDA)= lim P A ((f D A). 

t — >+oo 

Alors, pour toute partie finie A de Z d et pour v presque tout A, on a 

P£ t =► Pa(t a < +oo)<5 +P x {t a = oo)m A) 
oil Pf t est la loi de £f sous P\ et =^> represente la convergence en loi. 
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La preuve de ce theoreme ne demandant pas d'idees nouvelles, on se contentera 
d'en donner Pingredient principal a la fin de la section [6l 

Pour demontrer le theoreme de forme asymptotique, on aura besoin de quelques 
contrdles exponentiels. Dans toute la suite, on note 

B*.={y£7L d : ||y - a;||oo < r}, 

et on note plus simplement B r au lieu de B°. 

Proposition 2.5. II existe des constantes strictement positives A,B,M,c,p telles 
que pour tout A £ A, pour tout y £ Z d , pour tout t > 

(7) P x (t q = +oo) > p, 

(8) F x (H°£B Mt ) < AeM-Bt), 

(9) P x (t < t° < +oo) < Aexp(-Bt), 

(10) P A (t°(y) > M + t, t° = +00") < Aexp(-Bt), 

(11) P A (0 $ K' t , r° = +00) < AcM-Bt). 



On dispose deja des estimees de la proposition 12.51 en environnement determi- 
niste homogene A, pour A > \ c {7L d ). Le resultat pour les grands A est du a Durrett 
et GrifFeath [16]. L'extension a tout le regime surcritique est rendue possible grace 
au travail de Bezuidenhout et Grimmett [4]. Pour les details de la preuve de l'in- 
egalite ©, qui en est le point essentiel, voir par exemple Particle de revue de 
Durrett [17] ou la monographie de Liggett [30] . 

Nous avons choisi de mettre Paccent sur la preuve du theoreme de forme asymp- 
totique et des proprietes de stationnarite de de sous-additivite du temps d'atteinte 
essentiel a. Nous admettons dans les parties [3] 0] et [5] les contrdles uniformes de 
la proposition 12.51 : ils seront etablis par des arguments de redemarrage dans la 
sectional qui est totalement independante du reste de Particle. Un appendice est 
consacre a la preuve d'un theoreme ergodique presque sous-additif adapte a nos 
besoins. 

3. Proprietes des transformations 9 x 

3.1. Premieres proprietes. On commence par verifier que K(x) est presque su- 
rement fini, et done que le temps d'atteinte essentiel a(x) correctement defini. Pour 
cela, on montre que sous Pa, la loi de K(x) est sous-geometrique : 

Lemme 3.1. VA C Z d Vz e 7L d VA e A Vn e N F x (K(x) > n) < (1 - p) n . 

Demonstration. Rappelons que p est la constante apparaissant dans (7]) . Soit A 6 A 
et n € N. En utilisant la propriete de Markov forte au temps u„+i, on obtient : 

¥ x (K(x) > n + 1) = Px(u n+2 (x) < +00) 

< Px(u„+i(x) < +oo 1 v n+ i(x) < +co) 

< Fx(u n+ l(x) < +OC,T X o 9 Un+1 ( x ) < +00) 

< Px{u n+1 (x) < +c^)P A (r x < +00) 

< Px(u n+1 (x) < +oo)(l - p) = Vx{K{x) > n)(l - p), 

ce qui prouve le lemme. □ 
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Lemme 3.2. Soit A £ A. Sous Pa, on a, presque surement, pour tout x dans Z d , 

(12) (K(x) = k) et (t° = +oo) <=> {u k {x) < +oo et v k (x) = +oo), 

Demonstration. Fixons A £ A. Le lemme [3TT1 assure que K(x) est Pa presque sure- 
ment fini. Placons-nous dans le cas ou le processus de contact issu de survit, c'est 
a dire sur {t° = +oo}. Soit k £ N : en appliquant la propriete de Markov forte au 
temps d'arret v k (x), on obtient 

P a (t° = +oo,Vk(x) < +oc,Uk+i(x) = +oo|J r t , (c(:E )) 
= ^{v k (x)< +0 o}P\(r' =+oo,f{x) = +oc)o£° j , (a;) . 

Maintenant, soit B une partie finie non vide de Z d : avec Pestimee (flO|l . on obtient 

Pa(t s = +oo,t B (x) = +oo) < Y"Pa(t !/ = +oo,t v (x) = +oo) 

yes 

< 5ZP y .A(r° = +(^,< (a;- 2 ;) = +(^) = 0. 
yes 

Done Pa(t° = +oo,Vk(x) < +oo,Ufc + i(x) = +oo) = 0, ce qui implique que sous 

Pa, 

(13) (K(x) = k) et (r° = +oo) =4> (ufe(x) < +oo et v k (x) = +oo), 

autrement dit le procede de redemarrage s'arrete parce qu'on a trouve un instant 
^ u K(x) ^ ou la descendance de x est infinie. 

La reciproque vient alors de la propriete trajectorielle (J2])- □ 

La construction que nous avons presentee ici est tres semblable au procede de 
redemarrage de Durrett et Griffeath |16| . La difference essentielle est que, dans leur 
article, il s'agit de trouver un point proche de x qui a une descendance infinie, alors 
qu'ici il faut toucher exactement x. Ainsi, des lors que Ton sait que le processus 
partant de x redemarre, on pourra decrire precisement la loi apres redemarrage et 
ainsi mettre en place des transformations laissant P invariante. 

Lemme 3.3. Soit x £ Z d \{0}, A dans la tribu engendree par cr{x), et B £ T . 
Alors 

VA £ A V X (A n (6g -1 (£)) = Wx(A)W x . x (B). 
Demonstration. II suffit de montrer que pour tout k £ N*, on a 

Pa (An (e^iB) n {K(x) = k})=F x (An{K(x) = k})F x . x (B). 

Comme A est dans la tribu engendree par a(x), il existe un borelien A' de M. tel 
que A = {ct(x) £ A 1 }. Le temps d'attente essentiel <r(x) n'est pas un temps d'arret, 
mais on peut utiliser les temps d'arret de la construction sequentielle. 

p a ({t° = +00} nAn {B x y l {B) n {K(x) = k}) 

(14) = P a (t° = +00, a(x) £ A', T x o e a{x) £ B, u k {x) < +00, v k = +00) 

(15) = PaK(x) < +00, u k {x) £ A', t x o e Uk{x) = +00, T x o 9 Uk{x) £ B) 

(16) = PaK-(x) £ A', u k {x) < +oo)P a (t x = +00, T x £ B) 

(17) = PaK(x) £ A 1 , u k {x) < +c»)P x .a({t = +c»} n B). 
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Pour (dH), on utilise l'equivalence fl2]) . Pour l'egalite ((15[) . on remarque que pour 
tout temps d'arrgt T, 

(18) {T < +00, x £ $, r° o T x o9 T = +00} C {r° = +00}. 



L'egalite l|T6|) resulte de la propriete de Markov forte appliquee au temps d'arret 
Uk, tandis que (fl7|) decoule de la propriete de translation spatiale ([3]). En divisant 
l'identite par Pa(t° = +00), on obtient une identite de la forme 

P A (A n (6 X )-\B) n {K{x) = k}) = i>(x, A, k, A)F X . X (B), 

et on identifie la valeur de ip(x, A, k, A) en prenant B = fi. □ 

Corollaire 3.4. Solent x et y dans Z, d et A £ A. On suppose que x 7^ 0. 

- La translation 9 X laisse P invariante. 

- Sous Pa, c(y) o a esi independant de o~{x). De plus, la loi de a(y) o X soms 
Pa esi la meme que la loi de a(y) sous V x . x . 

- Les variables (u(x) o (9 x ) j )j>q sont independantes sous Pa- 

Demonstration. Pour montrer le premier point, il suffit d'appliquer le lemme pre- 
cedent avec A = fl, puis d'integrer en A en utilisant la stationnarite de v. 

Pour le second point, on considere A',B' deux boreliens de K et on applique le 
lemme [331 avec A = {a(x) G A'} et B = {cr(y) o 9 X e B'}. 

Soit enfin n > 1 et Aq, Ai, . . . , A n des boreliens de P. On a : 

Pa(ct(x) G A , cr(») o« B e4-> ofa) ° &)" G A n ) 
= P A (a(.T) € A , (a(x), ..., a(x) o {9 x ) n - 1 ) o 9 X G Ai x • • • x A„) 
= Pa(ct(.t) G A )Px.A(^(a;) G Ai, cr(s) o X G A 2 , . . . , a(x) o (^)' 1 " 1 G A„), 
ou la derniere egalite vient du lemme [331 Par recurrence, on obtient 

f) {a(x) o (6 x y G A,} I = ft ¥ jx . x (<r(s) G A,) , 

^0<j<n y 0<j<n 

ce qui conclut la preuve du lemme. □ 

3.2. Ergodicite des transformations 9 X . Pour montrer le theoreme 12. 1[ il est 
naturel de chercher a estimer, pour des evenements A et B, comment evolue avec m 
la dependance entre les evenements A et 9~ m (B). Si m > 1, l'operateur 6™ realise 
globalement une translation spatiale de vecteur rax et une translation temporelle 
de vecteur S m (x) : 

9" 1 = T mx o6s m ( x ), 

m— 1 

avec S m {x) = VJ o-(x) o 9 X . 

3=0 

On commence par etablir un lemme dans l'esprit du lemme GO]: 

Lemme 3.5. Soit t > 0, soit A G .Ft ei so«£ B E J 7 . Alors pour tout x G Z d , powr 
£ow£ A G A, powr iowi m > 1, 

Pa (An {t < S m (x)} n (9" x l )- 1 (B))=¥ x (An{t < S m (x)})¥ mx . x (B). 
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Demonstration. Posons K m (x) = (K(x),K(x) o X , ... ,K(x) o 6 r " 1 ). II suffit de 
montrer que pour tout k = (k , . . . , A; m _i) G (N*) m , on a 

Pa (A, t < S m (x), e-' m (B), K m (x) = k) 
= Pa (A t < S m (x), K m (x) = k)¥ mx . x {B). 




u k3 (x) o 2 x = Uk 3 (x) o T 2x o R2 ( x) 
u k2 (x) oB x = u k2 (x)oT x o Rl {x) 

u kl (x) 



x 2x 3x 

Fig. 1. Un exemple avec k\ = 3, k 2 = 2 et k^ = 4. 

Soit k G (N*) m . On pose R (x) = et, pour J < m - 2, i?/+i(a;) = i?, + u fe , (a;) o 
@Ri(x)- Grace a la remarque lfl8|). on a l'egalite entre les deux evenements suivants : 

u kl (x) < +oo, u k . 2 (x) o T x o 9 Rl(x) < +oo, ... 
u k m {x)°T {m _ l)x oQ Rmi{x) < +oo, 



r u o TL~ o i 



-OO 



T" = +OO, 

if TO (x) = k 

ainsi que, sur cet evenement, l'identite S m (x) = R m {x). Ainsi, 

/ A, u kl (x) < +oo, 

u k2 {x) oT x o 9 Rl(x) < +oo, . . . , 
t<S m (x), = P x 

K m (x) = k, e x m (B) 



\ 



u k m (x) o T( m _i) a: o 9 Rml{x) < +oo, 
i < R m (x), r° o T ma . o ^(x) = +oo, 



Imz ° 9R m (x) G -S 



/ 



Par construction, R m (x) est un temps d'arret et l'evenement 

AnKW < +00} n • • • n {ufe m (x) o r (m _ 1)a . o d^^) < +00} n {* < ft m (a;)} 

est dans F Rm ( x )- En utilisant la propriete de Markov forte et la propriete de trans- 
lation spatiale Q, il vient done : 

t° = +00, A, 



t < S m (x), 
K m (x) = k, 9 x m (B) 



/ A, u kl (x) < +00, \ 

p u k2 {x)oT x o6 Uki{x) < +00,... 

Uk m (x) o T( m _ 1)x o 9 Rm _ l{x) < +00, 

V * < flmfc) / 

xP™t.a({t = +00} n £). 
En divisant l'identite par ¥\{t = +00), on obtient une identite de la forme 
Pa (A t < S m (x), 6- m (B), K m (x) = *) = ^-(x, A, fc,m, A)P„ M . A (S), 
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et on identifie la valeur de ip(x, A, k, to, A) en prenant B = fi. D 

Ainsi, on peut maintenant enoncer une propriete de melange. 

Lemme 3.6. Soit t > et q > 1. II existe une constante A(t, q) telle que pour tout 
x E Z d \{0}, pour tout A E Tt, pour tout B E T , A E A et tout I > 1, on a 

\F x (An(0ir 1 (B))-¥ x (A)V ex . x (B)\ < A(t,q)q- e . 

Demonstration. Soit t > 1 quelconque. Avec le lemme l3~5l on a 

\¥ x (An9 x e (B)) -V x (A)¥ x (d x e (B))\ 
< |Pa(* < S t (x),AnO- e (B)) -P x (t< S e (x),A)P x (6- e (B))\ 

+2P A (t > S e (xj) 
= 2¥ x (t>S e (x)). 

Maintenant, fixons nous a > 0. 

Avec l'inegalite de Markov, on a P x (Sg(x) < t) < cxp(at)E^(exp(— aSi{x))). En 

utilisant les deux derniers points du corollaire l3.4t il vient 

E x (eM-aSt(x))) < E x exp -a ^ a(x) o 6 

e-i 
< JJI A (exp(-aa(x) o 6 j x )) = Y[E jx . x (exp{-aa(x)). 

j=0 3=0 

II nous reste done a prouver l'existence d'un a > tel que pour tout A E A, 

Ea(cxp(— aa(x)) < q~ . 
Soit p la constante donnee dans l'inegalite ([7]). 

E A (exp(-acr(x))) < -E A (exp(-acr(x))) < -E Amax (exp(-acr(a;))) < "^ ■ 

p P pa + 2aA max 

car a(x) > t(x), qui lui-meme domine stochastiquement une variable exmonentielle 
de parametre 2dA max - Ceci donne bien l'inegalite voulue si Ton prend a assez grand. 

□ 

On a maintenant le materiel necessaire pour passer a la preuve de Pergodicite 
des systemes (fi, J-, P, 6 X ). 



Demonstration du theoreme \2.1\ On a deja vu dans le corollaire 13.41 que, pour tout 
x E Z d , la probabilite F est invariante sous 9 X . Pour la preuve de Pergodicite, 
on a besoin de complexifier Pespace afin de pouvoir regarder conjointement un 
environnement aleatoire et un processus de contact aleatoire. 

On pose ainsi Cl = A x fi, que Pon munit de la tribu T = B(A) <E> T et on definit 
une mesure de probabilite Q sur T par 



V(A,B) E 0(A) x T Q{A xB)= 1 A (X)¥ X (B) dv{\). 

Ja 

Definissons la transformation Q x sur Ct en posant Q x (\,ui) = (x.X,9 x (uj)). II est 
facile de voir que la transformation Q x laisse Q invariant. En effet, pour (A, B) E 
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B(A) x T ', en utilisant le lemme [331 on a 

; (A,u)e4x B) Q(x.A G A, O x (uj) G B) 

l A (x.A)P A (^M G S) di/(A) 

A 

l A (x.\W x .x(B) dv{\) 

A 



Remarquons que si <?(A, w) = /(A), alors Jg dQ = J f dv. 
De meme, si g(X,cu) = f(uj), alors /<? dQ = J f d¥. 

Comme „4 = U Tt est une algebre qui engendre T, il suffit, pour montrer que 

9 X est ergodique, de montrer que pour tout A <E A, 



1 "-! _ 

(19) la suite - £ 1,4(0*) converge dans L 2 (P) vers ¥(A). 

n k=o 



On peut voir la quantite ci-dessus comme une fonction des deux variables (A, u>). 

n—l 

Ainsi, il est equivalent de montrer que la suite de fonctions (A, w) (->• — V 1a(9^u;) 

k=0 

converge vers ¥(A) dans L 2 (Q). 

Soit A G *4 et t > tel que A G J-f . On decompose, pour tout (w, A) G f2, la 
somme en deux termes : 



1 n— 1 1 n— 1 1 n— 1 

-£M0*«) = -53(i Jl (^ W )-p faB . A (A))+-x;pte.A(A) 

T7 *■ — » n ^ * V Tt *■ ' 



n * — ' n * — ' v / n 

k=0 k=0 k=Q 



Si Ton pose /(A) = ¥\(A), le second terme peut s'ecrire 

_. n— 1 _. n—l 

-Vp h ,(i) = -V/(M. 

n * — * n *• — ' 



n ' — ' n 

k=0 k=0 



Comme v est ergodique, le theoreme ergodique L 2 de Von Neumann dit que cette 
quantite converge dans L 2 (v) vers J fdv = ¥(A). En la regardant comme une 
fonction des deux variables (A, u>), cela dit aussi que la quantite converge dans 
L 2 {Q) versP(A). 
Posons, pour k > 0, 

Y k = 1 A (0» - P x (9~ k (A)) = l A {9 k x Lo) - ¥ kx .x{A) 



PROCESSUS DE CONTACT EN ENVIRONNEMENT ALEATOIRE 



et L n = Yq + Y\ H + Y n -i- H reste done a montrer que L n /n converge vers 

dans L 2 (Q). Comme Y k = Y o 0^, le champ {Y k ) k > est stationnaire. On a done 



I 



0<i,j<n— 1 ' 
n-1 



5^ [YiYjdQ 

,j<n-l J 

J2 Y idQ + 2 Y,(n -(■) Y Y e dQ 
?=o ^ e=i •* 

2n (Yl J Y oYt<8l J 
2nf^^|I A (y ^)|dKA)j 

/ +oo „ N 

< 2n(J2 Pa (A n £<(A)) - ¥ x (A)¥ x (6- i (A))\ dv{\) 



< 



< 






< 2n ^ A(i, 2)2-' = 4A(t, 2)? 



\f=o / 

grace au lemme 13.61 Ceci termine la preuve de la convergence (fl9)l et du theo- 
remeEHJ D 

4. CONTROLE DE L'ECART <t(x) - t(x) A ENVIRONNEMENT FIXE 

Dans cette section, nous allons controler le defaut de sous-additivite de er, e'est-a- 
dire les quantites du type <j(x+y)—a(x) — a(y)o6 x d'une part, et la difference cr(x) — 
t{x) d'autre part. Ces resultats seront utilises pour appliquer un theoreme ergodique 
presque sous-additif dans la section [5j Dans les deux cas, on va appliquer une 
procedure de redemarrage, argument frequemment utilise dans l'etude des systemes 
de particules : ici, vu la definition de a on devra controler des sommes de variables 
aleatoires de type vi — ui et u^+i — Wj, qui sont de nature assez differente : 

- La duree de vie Vi(x) — Ui(x) de la descendance de x peut etre majoree de 
maniere independante de la valeur precise de la configuration au temps Ui(x) 
puisqu'on ne regarde qu'une descendance issue d'un unique point. Le contrdle 
de ces contributions est done assez simple. 

- En revanche, le temps m+i(x) — Vi(x) necessaire a la reinfection du point 
x depend evidemment de la configuration au temps Vi{x), que l'on peine a 
controler precisement et surtout uniformement en x. Cela explique que l'ar- 
gument de redemarrage utilise ici soit plus complexe et les estimees obtenues 
moins bonnes que dans des situations plus classiques ou on peut avoir des 
controles exponentiels, comme ce sera le cas dans la section HO 

Comme illustration du premier point, on obtient facilement : 

Lemme 4.1. // existe des constantes A, B > telles que pour tout A £ A, 

(20) Vx£l d V£>0 P\(3i < K(x) : v z (x) - u,(x) > t) < Acxp(-Bt). 

Demonstration. Soit F : fl — > R une fonction mesurable positive et x £ Z d . Posons 

C X (F) 

=0 



2^1{ui(a;)<+oo}^ Q Ui (x)- 



et avec l'inegalite 


lO, il vient : 






f x (3i < K{x) : 


Vi(x) — Ui(x) > t) 


< 


1 

p 






< 


1 
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Avec la propriete de Markov et la definition de K(x), on a 

+oo / +oo \ 

E X [C X (F)} = ^E A [l {ui(l)<+oo} ]E A [F]= ll + ^Tv x {K(x)>i) \E X [F] 

i=0 \ i=0 / 

= (1 + E x [K(x)])E x [F} < (l + -) Ea[F], 
la derniere inegalite provenant du lemme I3TT1 On choisit F = TL{t<ui(x)-vi(x)<+oo}, 



-f x (3i < K(x) : Vi{x) - m{x) > t) 

\(C X (F) > 1) < -E X [C X (F)} 
P 

- f 1 + - )P X {t<T X <+00). 
P V P) 

On conclut alors avec l'inegalite ©. D 

Pour traiter les temps de reinfection de type Ui + \(x)~ Vi(x), l'idee est de chercher, 
proche du point (x,Ui(x)) - en coordonnees spatio-temporelles -, un point (y,t), 
infecte depuis (0,0), de temps de vie infini : on pourra alors, avec Pestimee de 
croissance au moins lineaire, qu'on peut reinfecter x, pas trop longtemps apres 
Vi(x), en partant de ce nouveau point source (y, t). Toute la difficulte consiste a bien 
controler la distance entre {x,Ui(x)) et un point source (y,t). Si la configuration 
autour de (x,Ui(x)) est "raisonnable", ce point sera proche de (x,Ui(x)), ce qui 
donnera le controle souhaite entre m+i(x) et Ui(x). 

On rappelle que pour tout x £ Z d , lu x est la mesure ponctuelle dont le support 
est forme par les temps des morts possibles au site x, et que M (qu'on peut supposer 
superieur ou egal a 1) et c sont donnes dans les estimees ((Sj) et (|10p. On note 

(21) 7 = 3M(1 + 1/c) > 3. 

Pour x, y E Z d et t > 0, on dit que le point y a une mauvaise croissance par rapport 
a x si Pevenement suivant est realise : 

E y (x,t) = {uj y [0,t/2] = 0}U{Hf ty + BMt} 

U {t/2 <t v < +00} U {t v = +00, inf{s > 2t : x £ £»} > 7*}, 

Dans notre cadre, on travaille avec le formalisme des mesures ponctuelles de Poisson 
pour calculer le nombre de points a croissance mauvaise par rapport a x dans une 
boite spatio-temporelle autour de (x,0) : pour tout x £ Z d , tout L > et tout 
t > 0, on definit le nombre de points a croissance mauvaise dans une boite spatio- 
temporelle : 

N L (x, t) = ^ / l£«o,i) °0 S d\ujy+ ^2 u> e + S Q \ (s). 

yex+B Mt +2 \ e£E d :y£e ) 

Autrement dit, on compte le nombre de couple (y, s) dans la boite spatio-temporelle 
(x + BMt+i) x [0, L] tels que 

- il se passe quelque chose pour y au temps s, soit une mort possible, soit une 
infection possible (et on rajoute Pinstant pour des raisons techniques) ; 

- Pevenement E y (x,t) o Q s est realise. 
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Nous allons tout de suite voir que si la boite spatio-temporelle ne contient que des 
points avec une bonne croissance, et que Ui(x) est dans la fenetre temporelle, alors 
on controle le delai avant la prochaine reinfection Ui+i(x) : 

Lemme 4.2. Si Nl(x, t) o Q s = et s + 1 < Ui{x) < s + L, alors Vi(x) = +00 ou 
u t+1 (x) - m(x) < "ft. 

Demonstration. Par definition de Ui(x), le point x est infecte depuis (0, 0) au temps 
Ui(x). Comme s+t < Ui(x) < s+L et que c'est un temps d'infection possible pour x, 
la non-realisation de E x (x,t)o8 u . r x ) assure que t x o9 u j x ) = +ooout i o^ Ui ( i ) < t/2. 
Si t x o 6 u j x ) = +00, c'est termine car alors Vi{x) = +00. Sinon, on peut deja noter 
que Vi{x) — ui(x) < t/2. 

Par definition, il existe un chemin d'infection 7^ : [0,Ui(cc)] — > Z d entre (0,0) et 
(x,Ui(x)), c'est-a-dire tel que 7i(0) = et ^(ui^x)) = x. Considerons la portion 
du chemin d'infection 7* comprise entre les instants de m{x) — t et Ui(x). Notons 
^'o = Ji(ui(x)) : nous allons voir que x £ x + BMt+2- En effet, si xq £ x + BMt+2, 
on regarde le prochain instant t\ ou 7, entre dans x + BMt+2 au point, disons, 
x\ (remarquons que comme x\ est a la frontiere interieure de x + BMt+2, alors 
\\x — xi||oo > Alt + 1) : c'est un instant de possible infection pour x\, et la non- 
realisation de E Xl (x, t) o 8 tl assure que x ne pourra etre atteint avant un delai t 
depuis (xi,ti), ce qui contredit le fait que Ui(x) — t > 0. 

Done xq <G x + B^jt+2 ■ comme -/Vl(x,£) o 6 S = 0, tout intervalle de temps 
de longueur superieure a t/2 inclus dans [s, s + L] au dessus de xq contient une 
guerison possible ; on en deduit que le premier instant t 2 ou le chemin 7^ partant de 
(xo, Ui(x) — t) saute en un autre point X2 verifie t 2 < Ui(x) — t + 1/2 = vn(x) — t/2. 
Ainsi, au moment ou (x 2 ,t 2 ) infecte (x,Ui(x)), il a vecu un temps au moins t/2, et 
la non-realisation de E X2 {x, t) o 9 t2 assure alors qu'il vit infiniment et que 

inf{u>2i: xeC 2 }°°t 2 <lt. 

Ainsi il existe t 3 <G [t 2 + 2t,t 2 +jt], avec x G £° 3 . Comme Vi(x) — Ui{x) < t/2, On a 

£3 > h + 2t > (in(x) -t) + 2t = Ui(x) + t > Vi{x). 

Finalement, Ui + \(x) — Ui{x) < £3 — Ui(x) <t 2 — ui(x) + jt < jt. □ 

II faut maintenant verifier qu'il est tres probable qu'une boite spatio-temporelle 
ne contienne que des points ayant une bonne croissance vis-a-vis de x : 

Lemme 4.3. 72 existe des constantes ^]7g|, ffiggl> telles que pour tout A 6 A, 

(22) VL>0 VxeZ d V£>0 V x (N L (x, t) > 1) < A 22 {\ + L) cxp(- B 22 t) . 

Demonstration. Montrons qu'il existe des constantes positives ^23l ^23l telles que 
pour tout A € A, 

(23) Vx e 1 d Vt > Vy e x + B Mt+2 Px(E y (x, t)) < A 23 exp(-B 23 t). 

Soit a;GZ d ,t>0etye x+ BMt+2- Si t v = +00, il existe z g £f t avec T z o9 2t = +00. 
Ainsi, avec la definition IJ21J) de 7, 

{t v = +00, inf{s > 2t : x£ (%} > jt} 

C {e 2t <ty + B 2 Mt}U |J {t z {x)o0 2t >{ 1 ~2M)t} 

zEy+B 2 Mt 

c {&£y + B2Mt}U IJ {t z {x)oe 2t > ] ^^ + Mt--\. 



z£y+B 2 



Mt 
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D'ou, avec les inegalites ([8]) et (flO|) . 

P\{r y = +00, inf{s >2t: x€ ^} > 7*) 
< Aexp(-2BMt) + (1 + 4A«) d Aexp(-B(A« - 3/c)). 

Le nombre uj y ([0,t/2]) de morts possibles sur le site y entre l'instant et l'instant 
t/2 suit une loi de Poisson de parametre t/2, done pour chacune des 2d aretes 
touchant y, on a 

P A (w s/ ([0,t/2]) = 0) = exp(-t/2). 
Les deux autres termes se controlent avec les estimees Q et Q , ce qui prouve ([23|) . 
Fixons maintenant y £ a; + i?A/t+2-Notons (i y = u> y + 2_. w e- Sous Pa, la 

eGE d :-ySe 

mesure (3 y est une realisation d'un processus ponctuel d'intensite 2d\ e + 1. Soit 
So = et (S n ) n >i la suite croissante des instants donnes par ce processus. 

+00 
lfi»(i,t) °Qs d(/3 y + S )(s) = ^ l{S„<£}lB"(x,t) °#s„, 



n 



n=0 



d'ou, avec la propriete de Markov, 

®\(J l E y {x ,t)°0 s d(p y +5 o )( S )\ 

-\-oo -\-oo 

= ^ E A {l {Sn <L}^Ey {x ,t) ° S „ ]) = £) E A (1{S„<L}) Pa(^"(», *)) 
?i=0 ra=0 

= (1 + E A [/3„([0, £])]) P a (£%t, <)) = (1 + L(2dA e + l))P A (^ y (a;, £))■ 

En utilisant ([23)1 et en remarquant que P A (7Vi(a;, i) > 1) < $L\[Nl(x, £)], on termine 
la preuve. □ 

Afin de pouvoir controler les Ui+i(x) — Ui{x) de proche en proche a l'aide du 
lemme 14.21 on doit amorcer le procede. On va supposer pour cela qu'il existe un 
point (u,T), atteint depuis 0, de descendance infinie et proche en espace de x : 

Lemme 4.4. Pour tout t,T > 0, pour tout x £ Z d , on a I'inclusion suivante : 

(24) {r° = +00} 

(25) n {3u ex + SMt+2, t u o e T = +00, u e &} 

(26) r){N K(xht (x,t)o6 T = 0} 

(27) n pi {vi(x) - Ui(x) < t] 

l<i<K(x) 

(28) C {t° = +00} n {a(x) <T + K(x)jt} . 

Demonstration. Si tous les Ui(x) finis sont plus petits que T + t, il n'y a rien a 
demontrer puisqu'alors <r(x) < T + t <T + K(x)jt. Soit done 

ia = max{i : Ui{x) < T + t] . 

Comme Vi (x) < +00, l'evenement (|27| assure que Vi (x) — Ui (x) < t, et done 
Vi (x) < T + 2t. Maintenant, comme t" = +00, la non-realisation de E u (x, t) o 9t 
impliquee par l(26|) assure que 

inf{s >2t: x E £*} o T < 7*, 
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ce qui implique que Ui 0+ i(x) < T + jt. En remarquant que, par definition de io, 
pour tout j > 1, 

on montre alors, par recurrence sur j < K(x) — io, en appliquant le lemme [4~2l avec 
l'evenement {N^^^x, t) o 6t = 0}, que 

Vj e {1, . . . , K(x) - i } u io +j <T + jjt; 

ceci permet d'obtenir, pour j = K(x) — i , 

a(x) = u io+j {x) <T+ (K(x) - ioYft <T + K(x)~/t, 

et acheve de prouver l'inclusion (|28|) - D 

4.1. Controle du defaut de sous-additivite. On utilise la strategie que Ton 
vient d'expliquer, autour du point x + y. Ici, on beneficie de l'existence d'un depart 
infini en un point bien precis (x + y, a(x) + a(y) o 6 y ) pour appliquer le lemme I3T41 

Demonstration du theoreme \2.2\ . Soit x,y € Z d , A £ A et t > 0. On pose T = 

a(x) +a(y)o9 x . 

P a (ct(.t + y) > a(x) + a(y) o§ x +t) 

~ V 1 J \o{x + y)>T + K(x + y)<yy/i J 

Le comportement sous-geometrique de la queue de distribution de K donnee par 
le lemme 13.11 et le controle uniforme de la probabilite de survie ^j\ permettent de 
controler le premier terme. Remarquons que si K(x + y) < -^, alors K(x + y)~/Vt < 
t, et done que 

{N K(x+yhV - t (x + y, y/i) > 1} c {JV t (a; + y, s/i) > 1}. 

On applique alors le lemme [4T4l autour de x + y, avec une echelle \fi, un temps de 
depart T = a{x) + cr(y) o 6 X et un point-source u = x + y : 

p ( r° = +oo, K(x + y) < f \ 

A y cr(x + y)>T + K(x + y)jVi J 

< ¥ x (N t {x + y,Vi)o6 T >l)+¥x(3i<K(x + y): v t (x + y) - u t (x + y) > y/i) 

Comme N t (x + y, \/t) = N t (0, \/i) oT x oT y , on a, en se souvenant que T = a(x) + 
&(y) ° 8x, 

N t (x + y,Vt)o6 T = N t (0, Vt) o § y o 9 X . 

Amsi,P x {N t (x+y,Vt)oO T > 1) =< V( x+y) . x (N t (0, y/i) > 1), et le lemmeSlpermet 
de contr6ler ce terme. Finalement, le terme P\(3i < K(x+y) : Vi(x+y)— mix+y) > 
y/i) est traite l'aide du lemme [431 □ 

Corollaire 4.5. On pose r(x, y) = {o~{x + y) — {<j{x) + a(y) o X )) + . 
Pour tout p >l,il existe une constante M p telle que 

(29) VA G A Vx,ye 7L d E x [r(x, yf] < M p . 
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Demonstration. Comme E\[r(x,y) p ] = J Q °° pu p 1 V\(r(x,y) > u) du, d'apres la 
proposition 12.21 et l'equation ([7]), il suffit de prendre 

M p = ^ f vP- 1 exp{-Ba/u) du 

P JQ 

pour terminer la preuve. □ 

4.2. Controle de o~{x) — t(x). Ici encore, on voudrait appliquer un procede ana- 
logue a partir de (x,t(x)) mais on n'a pas a priori de depart infini proche de ce 
point. Nous allons, pour trouver un tel point source, le chercher le long du chemin 
d'infection entre (0,0) et (x,t(x)), ce qui necessitera des controles sur une boite 
spatio-temporelle de hauteur t(x), c'est-a-dire de l'ordre de ||x||. Nous allons done 
perdre a la fois dans la precision des estimees et dans leur uniformite en ||x||. 

Proposition 4.6. II existe des constantes Ami B\Mh Q ffffll strictement positives telles 
que pour tout z > 0, tout x £ Z d , pour tout A € A : 

P A (r° = +oo,a{x) > t{x) + K(x)(a 30 m(l + ||x||) + z)) 
(30) < A 30 exp(-B 30 z). 

Demonstration. Pour x, y € Z d et t, L > 0, on note 



E y (t) = {r y < +oo, U H* t B Mt }, 

s>0 

N L (x,t) Yl / 1 Ey(Mt+i) o9 s d 




yex+B Mt+1 ' 

A l'aide des estimees lO, ((H) et ©, on voit facilement qu'il existe des constantes 
A, B > telles que 

(31) VAeA V:reZ d Vt > ¥ x (N L (x,t) > 1) < A{1 + L) exp(-Si). 

Maintenant, on choisit (u,T) sur le chemin d'infection entre (0,0) et (x,t(x)), de 
sorte que r" o 9 T = +oo et que T soit le dernier instant satisfaisant ces proprietes 
(comme on se place sur l'evenement {r° = +00} , un tel T existe toujours). 

Montrons maintenant que si N t ^(x,t) = 0, alors u € x + But+2- En effet, si 
||w— x|| > Mt + 2, considerons le premier point {vl , T') du chemin d'infection (apres 
(u,T)) qui est dans x + But ■ par definition de T, la descendance de (u',T') est 
finie, mais, pour contenir x, de diametre superieur ou egal a Alt, ce qui implique 
Nt( x )( x ,t) > 1, et donne l'implication souhaitee. 

Sur l'evenement {N t ^(x, t) =0}, on pourra done appliquer le lemme [4~4l autour 
du point x, avec une echelle 

alog(l + \\x\\) + z > £ 
7 ~ 7' 

le point (u, T) comme point-source et une fenetre temporelle de hauteur L = 
K(x)^/t. Ici, a > est une constante suffisamment grande que Ton choisira par 
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la suite. Comme T < t(x), 

P x {a(x) > t(x)+K(x)(a\n{l + \\x\\ ) + z)) = P A (a{x) > t(x) + K(x)yb) 

< F\{cr(x)>T + K{x)jt) 

< Pa (a(x) >T + K(x) 7 t, N t{x) {x,t) = o) + Pa (#*(*) (x, t) > l) 

< Px(N K{xht (x,t) o 9 T > 1) +P A (3 J < K(x) : v t (x) - u t (x) > t) 
(32) +¥ x {N t(x) (x,t)>l). 

Le second terme de ([32f est majore par le lemme 14,11 Controlons le dernier terme 
de (El : 



Vx(N t(x) (x,t)>l) < P A (iV^ +a (a:,t)>l) +P A U(x) > M +Z j. 

L'estimee (flu) permet de traiter le second terme, et l|3ip assure que 

Pa (N^ +t (x, t) > l) < A (l + M + z J cxp(-Bt) 

,f \\x\\ \ ( S(alog(l + ||x||) + z)\ „, , „, . 

des que a est choisie suffisamment grande. 

Pour traiter le premier terme de 1J32J) . on remarque que N K ^ Jt (x,t) o fi T < 



< Pa (N^ +Z+K(xht (x,t) > l) + P A (*(*) > M + z) 



Comme precedemment, le second terme est controle a l'aide de (fluj) . tandis que, en 
decoupant suivant les valeurs prises par K(x), en utilisant (J22j) , on obtient : 



h(N^ +g+K(xyYt {x,t)>l) 



+ 00 



fc=l 

+ OO 



< J2 \M(A» - k)J¥ x (N kit+M1+z (x,t) > 1) 



fc=X 



•-'■II 



< Yl V **(*(*) = fc) V^M+ ^ +z)cxp(-i^2f) 



< \M22f 1 + )(1 + z)(1 + 7i) cx p(- 9 *) E V C 1 + *) p a(#(*) = fc). 



_5m 



+OC 



c /v /v ' ' Ly 2 



fe=l 



Le controle sous-geometrique l|3.1j) de la queue de distribution de K(x) assure que la 
serie est finie, et quitte a augmenter a si besoin, on peut trouver A", B" > telles 
que le prefacteur soit majore par A" exp(— J3"z), ce qui termine la preuve. □ 

Lemme 4.7. Pour tout p > 1, il existe une constante Gt^(p) telle que, pour tout 

x <= Z d , 

(33) VA g A E x (\a(x) - t(x)\") < C 33 (p)(ln(l + \\x\\)f. 
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Demonstration. Posons V x = J jl > ' — ailn(l + ||:r||). D'apres la proposition ^, 6\ on 
peut trouver une variable aleatoire W avec des moments exponentiels telle que W 
domine stochastiquement la loi de V x sous Pa pour tout x et pour tout A. De meme, 
d'apres le lemme l3TT| la variable aleatoire K(x) est stochastiquement dominee par 
une variable aleatoire K' geometrique de parametre p. 

Posons v(x) = <j{x) — t(x) = K{x) — (aln(l + ||.x||) + V x ). Soit p > 1. D'apres 
l'inegalite de Minkowski, 

(E x v(x) p ) 1 / p < aln(l + \\x\\){E x (K(x) p )) 1 / p + (E x [K{x) p V p }) 1/p 

< aln(l + \\x\\)(Px[K(x) p ]) 1 / p + {E x [K(x) 2p }E x V 2p ) * 

< aln(l + \\x\\)(E(K ,p )) 1 / p + (E(K ,2p )E[W 2p })^ , 

ce qui termine la preuve. D 

On montre ensuite que la difference entre a(x) et t{x) est asymptotiquement 
negligeable devant ||x|| : 

_ \o~(x) — t(x)\ 
Corollaire 4.8. P presque surement, lim — = 0. 

||i'|H+oo ||x|| 



< +O0. 



Demonstration. Soit p > d : d'apres l'equation (J33J), on a 

Wx)~t(x)\ p ^ „v v- (InCl + INI))" 



E (l + \\x\\)P - « P) 



-\\x\\)p 

(i+ll 



Ainsi, presque surement, ( ^fcff ) x ez d est dans £ p (Z d ), done en particulier tend 
vers zero. D 



Corollaire 4.9. II existe des constantes positives A^T\ EftJTk QjT] telles que pour 

tout A € A, pour tout x e Z d , 

(34) Vt > P A (<t(x) > C 3i \\x\\+t) < A 3i cyL-p{-B 3i Vi). 



Demonstration. On considere la constante a = q^Q] donnee dans la proposition [421 
et on remarque que si K{x) < ^a/||x|| + i/2 et z = a^\\x\\ + t/2, alors, en utilisant 
que ln(l + u) < y/u, on obtient que 

K(x)[a\n(l + \\x\\) + z] < 2zK(x) < \\x\\ +t/2. 

Ainsi, avec les estimees (flOl) et J7l), 



<t{x) > (- + l) \\%\\ +t 

< -Pa (t° = +oo, a{x) > (- 

< -Pa (r° = +oo, t(x) > M + 1/2^ + -V x (k(x) > ±^xJ+t/2J 

+ -P A (o{x) > t{x)+K(x)(aln(l + \\x\\) + ay/\\x\\ + t/2)) . 

Le premier terme est contr6le par l'inegalite lflO|) . Le deuxieme terme est contrdle 
par la queue sous-exponentielle de K(x) du lemme l3~Tl et le dernier par la propo- 
sition KB □ 
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On peut alors donner les conditions d'integrabilite pour a evoquees dans l'intro- 
duction de cette section. 

Corollaire 4.10. Pour tout p >l,il existe une constante Qjfilp) telle que 

(35) VAeA V.xeZ d E x [a(x) p ] < C 35 (p){l + \\x\\) p . 

Demonstration. Avec Pinegalite de Minkowski, on a 

(IaK*) P ]) Vp < (M\x\\ + (E x [((a(x) C^JHx\\) + r]) 1/p . 
Cependant 

/■-foo 

Vx[((<r(x) ~ CM\x\\) + ) p ] = / P u p ' 1 ¥x(a(x)-CM\x\\>u)du 



f +oo 
/0 

d'apres le corollaire 14, 9^ ce qui acheve la preuve. D 



r+oo 

Jo 



Remarque. Dans les arguments de redemarrage classique, on cherche a obtenir 
l'existence de moments exponentiels pour une variable aleatoire en se basant sur 
le lemme suivant : si les (X„) ne jj sont des variables aleatoires independantes iden- 
tiquement distribuees avec des moments exponentiels, si K est independant des 
(X„)„ g n et admet lui-aussi des moments exponentiels, alors X)n=o^ n admet des 
moments exponentiels. Ici, la dimculte a controler precisement les temps de rein- 
fection du type u i+ i — Vi nous empeche d'integrer ce cadre : on doit done utiliser 
des arguments ad hoc donnant des controles plus faibles. 

5. THEOREMES DE FORME ASYMPTOTIQUE 

On peut maintenant passer a la preuve du theoreme l2.3l Le premier pas consiste 
a prouver l'existence de limites pour les quantites J( " a: . 

Grace au corollaire 14.51 on a quels que soient les entiers n et p : 

E[a((n+p)x)] <E[a(nx)] +E[a(px)} + M x . 

Alors, d'apres le lemme de Fekete, iE[er(na;)] admet une limite finie lorsque n tend 
vers l'infmi. Ainsi, un bon candidat pour etre la limite est la quantite 

E(a(nx)) 
H(x) = lim . 

n-++oo n 

Theoreme 5.1. Pour tout x € Z d , F presque surement : 

a(nx) Ea(nx) 
lim = lim = fi(x). 

n— >+oo n n^+oo n 

Cette convergence a de plus lieu dans tous les L P (P), p > 1. 

Pour cela, on va avoir besoin d'etablir deux theoremes ergodiques presque sous- 
additifs : 

Theoreme 5.2. Soit (f7, JF, P) un espace probabilise, (O n )n>i une famille de trans- 
formations laissant P invariante. Sur cet espace sont definies une famille (f n )n>i 
de fonctions integrables, une famille (g n )n>i de fonctions positives ou nulles, et une 
famille {r n ,p)n,p>i telles que 

(36) \fn,p > 1 f n+p < /„ + f p o 9 n + g p o 9 n + r„ iP . 
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On fait les hypotheses suivantes : 

- c = inf n >i ^ > -oo 

- 3i est integrable, g n / n converge presque surement et dans L 1 vers 

- il existe a > 1 et une suite (C p ) p >i telles que E[(r+ p ) Q ] < C p pour tous n,p 



et 



+00 „ 

EOp 

p=l F 



< +O0. 



Alors, la suite de terme general ^E/ n converge ; si on note \i sa limite, on a 



lim — ] > fi. 

n — >+oo 71 



Si Von pose f = lim — , alors f est invariante par tous les 6 n . 



Theoreme 5.3. On se place sous les hypotheses du theoreme \5.S[ On suppose en 
plus que pour tout k, 



^(.fnk-J2-fko(0ky) -0P P . S . 



Alors fn/n converge presque surement vers f. 

Demonstration. La preuve de ces resultats, inspiree de celle de Liggett [28], sera 
donnee dans une annexe, ou on trouvera egalement un certain nombre de commen- 
taires. □ 



Demonstration du theoreme 15.11 On commence par appliquer le theoreme 15.21 en 
posant /„ = o~(nx), 9 n = 9 nx , g p = 0, et r n _^ = r(nx,kx) et en travaillant avec 
la probability P. On peut prendre a > 1 quelconque. Le corollaire 14.101 assure 
l'integrabilite de a(x) sous P et le corollaire 14.51 donne les controles de moments 
necessaires. 

Verifions maintenant les hypotheses du theoreme 15.31 : on voit facilement que 

n-l 

t(nkx) < ^2 a ( kx ) ° (fax)*, 

i=0 

ce qui implique 

( " _1 ~ A + 

a{nkx) — y a(kx) o (6kxY < <j(nkx) — t(nkx), 

\ i=0 / 

qui est bien negligeable devant n en l'infini, d'apres le corollaire 14.81 

Ainsi a(nx)/n converge bien vers une variable aleatoire n(x), qui est invariante 
par 9 X . D'apres le theoreme l2.lt cette variable est en fait une constante, ce qui acheve 
la preuve de la convergence presque sure. Pour montrer qu'une suite converge dans 
L p , il suffit de montrer qu'elle converge presque surement et qu'elle est bornee dans 
L q pour un q > p. Or, le corollaire 14. 101 montre que f n /n est bornee dans tous les 
L q , ce qui permet de conclure. □ 



Nous allons maintenant prouver le theoreme 12.31 de forme asymptotique. On 
commence par montrer le theoreme de forme asymptotique pour le temps d'atteinte 
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essentiel cr, en procedant selon les etapes decrites ci-dessous, comme dans le schema 
classique : 

- On prolonge p, en une norme sur M. d dans le lemme 15,41 

- On montre que la convergence directionnelle du theoreme 15.11 est en fait une 
convergence uniforme en la direction dans le lemme 15.61 

- Ce lemme implique facilement le resultat de forme asymptotique du lemme lo~7l 
Pour montrer les resultats du meme type pour le temps d'atteinte classique t 
(lemme l578|) . il sufRt alors de controler la difference entre t et a, ce que nous avons 
fait dans le lemme l4~8l Finalement, le resultat de forme asymptotique pour la zone 
couplee est demontre dans le lemme [5~!9l en introduisant un temps de couplage t' 
et en controlant la difference entre ce temps t' et le temps d'atteinte essentiel a. 

Lemme 5.4. La fonctionnelle /J, se prolonge en une norme sur M. d . 

Demonstration. Homogeneite en entiers On sait que p(x) = limE ^ , et que 
a(nx) et o~{— nx) ont mSme loi sous P, done n(x) = fx{—x). A l'aide de suites 
extraites, on prouve alors la propriete d'homogeneite en entiers : 

Vfc G Z Vie Z d n{kx) = \k\n(x). 
Sous-additivite On a 

o~(nx + ny) < a(nx) + cr(ny) o 6 nx + r(nx, ny). 
Comme nx laisse invariant P, il vient 

Ea(nx + ny) < Eer(nx) + Ecr(ny) + Kr(nx, ny) 
Ea(nx) +Ecr(ny) + M u 
d'apres le corollaire 14.51 ce qui entraine que 

VxeZ d My elf 1 n{x + y) < fJ,(x)+n(y). 

Extension a R d D'apres le lemme de Fekete, pt{x) + A'h = inf "v nx )+ . i ^ j' ou 

n>l 

nix) < Ea(x). Le corollaire 14.101 donne l'existence de L > tel que Ecr(x) < 
L||a;|| pour tout x. Finalement, n(x) < L\\x\\ pour tout x dans Z d , ce qui entraine 
\fj,(x) — fi(y)\ < L\\ x ~ y\\ ■ on peut alors prolonger \i sur Q d par homogeneite, puis 
sur M. d par uniforme continuite. 

Positivite Soit M la constante donnee dans la proposition 12.51 L'estimee |(8j) nous 
donne 

P {-(nx) < JL1J P (t(nx) < JUL j < P (^ t B^) 

T = +^^% M1 (/LB, 

< / 1 ^ — du(\) 

~ J P A (r = +oo) 

A ( nllxll 

< -cxp -B- " 



p \ 2M 

On en deduit, avec le lemme de Borel-Cantelli, que p(x) > ^jj\\%\\- L'inegalite, 
etablie pour tout x € Z d , se prolonge par homogeneite et continuite a R d tout 
entier, ce qui entraine que [i est une norme. □ 



Dans la suite, on pose C = 2CJ34], ou Stalest donnee dans le corollaire 14.9 
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Lemme 5.5. Pour tout e > 0, P presque surement, il existe R tel que 

\/x,y£ Z d (Hxll >Ret\\x- y\\ < e\\x\\) =► (\a(x) - a(y)\ < Ce\\x\\). 
Demonstration. Pour m £ N et e > 0, on definit l'evenement 

A m {e) — {3x, y £ 7L d : ||x|| = m, ||x — y\\ < em et |<x(x) — <r(y)\ > Cem} 
En remarquant que 



(l-e)m<||a;||<(l+e)m 
\\x — y\\<.em 



A m (e)C (J |o-(y - x) o 6i x + r(x, y -x) > Cem\ 

1 

P a (ct(z) o§ x + r(x, z) > Cem) 

:(l+e)m 

P,. A (a(z) > 2Cem/3) 



il vient, a l'aide des corollaires 14.91 et I4T5 
fx(A m (e)) < Yl 

(l-e)rn<||x||<(l+e)m 
|kl|<em 



(l-e)m<||x||<(l+e)m 

I z I <-" ! 

+ P x (r(x,y-x)> Cem/3) 



< ((1 + 2em) d ((l + 2(1 + e)m) d (^cxp{-E^/Cem/3) 

+y4[29]cxp(-^29]v /c " eTO / 3 ))- 

grace au corollaire 14.91 et au theoreme 12.21 On integre alors cette inegalite par 
rapport a 1'environnement A, et le lemme de Borel-Cantelli permet de conclure. □ 



On peut maintenant montrer que la convergence du theoreme 15.11 est uniforme 
par rapport a la direction. 

— Wix) ~ M 3 ')! 

Lemme 5.6. P presque surement, lim - — - = 0. 

IHH+oo ||x|| 

Demonstration. On raisonne par l'absurde et on suppose qu'il existe e > tel que 
l'evenement "|c(x) — n(x)\ > e\\x\\ pour un ensemble infini de valeurs de x" a une 
probabilite strictement positive. Plagons nous sur cet evenement. Alors, il existe 
une suite aleatoire (y n )n>o de sommets de Z d telle que ||y n ||i — *• +oo et, pour tout 
n, \a(y n ) — n{yn)\ > £||j/n||i- Quitte a prendre une sous-suite, on peut supposer 

Vn 

\\Vn\\l^ Z - 

Approchons z par un point rationnel : considerant e\ > (qui sera choisi plus tard), 
on peut prendre z' £ Z d tel que 



<e^ 



z' i 



On peut trouver, pour chaque y n , un point entier sur la ligne Rz' qui est suffisam- 
ment pres de y n : soit h„ la partie entiere de l, 7| • On a 



\\y n -h n .z'\\i < 



< 



Vn\l , 
II 2 111 
Vn 
\Vn\\l 



IVnWl 



\VnWl 



\n\l 



h, 



Z 1 



2 1 
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Prenons N > suffisamment grand pour que (n > NJ 
Grace au choix que l'on a fait pour z' , on a 



.'/nlll 



z\\i < ei). 



(n > N) 



!Jn 



IVnWl 



*' 1 



<2ei), 



et par consequent, ||y ra — /i„.z'||i < 2ei||j/„||i + ||z'||i. Ainsi, quitte a augmenter N 
si besoin, on a pour tout n> N, \\y n — h n .z'\\i < 3ei||y„||i. Cependant, si on prend 
N suffisamment grand, le lemme IBTBl implique alors que l'on a 



Vn > N \a{y n ) - a{h n .z')\ < 3Cei||y„||i. 
Finalement, pour tout n assez grand, on a 
\a(y n ) - n{y n )\ < \cr(y„) - a(h n .z')\ + \<j(h n .z') - (j,(h n .z')\ + \n(h n .z') - m(z/™)| 



< 3C7e 1 || 2 / n || 1 +/i r; 



a(h n .z') 



h„ 



M) 



+ L\\h n .z' - y n \\i 



< 3C7ei||y„||i + (l + £i; 



Ij/nlll 

bill 



a(h n .z') 



h„ 



M (z') 



+ 3£iL||y„||i. 



Mais la convergence presque sure dans la direction donnee par z' assure que pour 
n assez grand 

a(h n .z') 



-H(z') 



<e^ 



Si l'on prend E\ assez petit, on obtient que pour n assez grand \<j{y n ) — m(2m)I < 
e||j/ n ||i, ce qui amene la contradiction. □ 



On deduit alors de la convergence uniforme du lemme 15.61 le theoreme de forme 
asymptotique pour la version grossie Gt de Gt = {x G 7L d : a(x) < t} ; on rappelle 
que A^ designe la boule unite pour la norme fj,. 



Lemme 5.7. Pour tout e > 0, avec proba 
grand, (1 - e)A fi C % C (1 + e)A^. 



1 sous P, pour tout t suffisamment 



Demonstration. Montrons par l'absurde que pour t assez grand, on a bien % C (1+ 
s)Afj_. Supposons qu'il existe une suite (t n ) n >i, avec t n — > +oo et -j— <£_ (1 + s)A fl : 
il existe done x n avec o~{x n ) < t n et fi(x n )/t n > 1 + e. Ainsi fi(x n )/cr(x n ) > 1 + e, 
ce qui contredit la convergence uniforme puisque, comme fi(x n ) > t n (l + s), la suite 
(||^Ti||)n>i tend vers l'infini. 

Passons a l'inclusion inverse. En raisonnant toujours par l'absurde, on a une suite 
(t n )n>i-> avec t n — ► +oo et (1 — e)A M ^ -^, ce qui veut dire qu'on peut trouver x n 
avec fj,(x n ) < (1 — e)4n; mais cr(a;„) > t„. La suite (x„)„>i ne peut pas etre bornee 
(e'est a dire ne prendre qu'un nombre fini de valeur) car t n tend vers l'infini. Ainsi 
< 1 — e, ce qui contredit encore une fois la convergence uniforme. □ 



on a 



"fan) 



Grace au lemme I4.8[ on recupere alors immediatement la convergence uniforme 
pour le temps d'atteinte t et, par un argument identique a celui du lemme UTT] le 
theoreme de forme asymptotique pour la version grossie H t de H t = {x e Z d : 
t(x) < t}. 
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— t(x) — n{x) 
Lemme 5.8. P presque surement, lira r. — r. = 0, 

||a=||— ►H-oo ||x|| 

et pour tout e > 0, avec probabilite 1 sous P, pour tout t suffisamment grand, 

(l-e)A^C^-C{l + e)A lt . 

II nous reste maintenant a prouver le theoreme de forme asymptotique pour la 
zone couplee K' t , version grossie de K[ = {x €Z : Vs > t £°(x) = £f (x)} : 

Lemme 5.9. Pour tout e > 0, avec probabilite 1 sous V, pour tout t suffisamment 
grand, (1 - e)A fi C ^2£l. 

Demonstration. Comme t t— ► K[ fl Gt est croissant, on se retrouve dans le meme 
schema de preuve que dans le lemme IBTH On pose, pour x £ Z d , 

t'(x) = inf{i > : x G K' t R G t }. 
II suffit alors de montrer que P presque surement, lim ydi = ^' ^ ar 

||a:||— >+oo " ' 

definition, £'(x) > cr(x) ; ainsi il suffit de montrer qu'il existe deux constantes 
A',B' >0 telles que 

(37) VxeZ d Vs>0 P(t'(x) - cr(a-) > s) < A' e - B ' s . 

• On commence par remarquer que, pour tout t > 0, K a r x \ +t Z) x + K t o 9 X . 
En effet, soit z <G x + A't o X . Considerons d'abord le cas ouz^ W( x )+r Comme, 
par additivite Q, C°( x )+t c C?( x )+t= alors 2 ^ £2(x)+f et donc z G ^(*)+t- 

Considerons maintenant le cas ou z £ 0> x -)+r Comme £^( x \ C £q ° ^ P ar 
additivite, on a y = z — x G £f ° ^- Mais comme y £ K t o 8 X , il s'ensuit, par 
definition de Kt, que S,t{y) ° 6 X = t,f (y) ° Ox = 1- Comme x G An et que 
y G £° ° #*, on a z = x + y £ C(x)+t> d ' ou 2 e K o(x)+t- 

• Soit s > fixe. Le point precedent assure que 

f| K a{x)+t J D x + p| (#* o 6 X ) J , et donc iC(*)+ s => (* + (#J ° ^ 

^*>s y y t>s j 

Ainsi, en utilisant l'invariance de P sous Taction de 9 X , on obtient : 
V(t'(x)>a(x) + s) = P(^< (l)+s nG„ w+s ) 
= P(x i K' a{x)+S ) 

< W(x<£(x + K' s o6 x )} 

< ¥{0^K' s o9 x ) = f(0^K' s ). 

L'estimee (fTTjl permet alors de conclure. □ 

6. CONTROLE UNIFORME DE LA CROISSANCE EN ENVIRONNEMENT A 

Le but de cette section est d'etablir les contr6les uniformes en A annonces dans 
la proposition 12.51 Afin de controler la croissance du processus de contact, on a 
besoin de quelques lemmes sur le modele de Richardson. 
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6.1. Quelques lemmes sur le modele de Richardson. On appelle modele de 

Richardson de parametre A le processus de Markov (r)t)t>o, homogene en temps, qui 

prend ses valeurs dans r P(Z d ) et dont revolution est definie comme suit : les sites z 

vides deviennent infectes au taux A TJ Vt( z '), ces differentes evolutions etant 

\\ z ~ 2 'lli— i 
independantes les unes des autres. Grace a la construction graphique, on peut, pour 

tout A <S A, coupler le processus de contact en environnement A avec le modele de 
Richardson de parametre A max , de telle maniere que l'espace occupe au temps t par 
le processus de contact est toujours contenu dans l'espace occupe par le modele de 
Richardson. 

Le premier lemme, dont nous omettons la preuve, decoule aisement de la repre- 
sentation du modele de Richardson en terme de percolation de premier passage et 
d'un comptage de chemins. 

Lemme 6.1. Pour tout A > 0, il existe des constantes A, B > telles que 

Vt>0 P(r?i <£B t ) <Aexp(-Bt). 

Lemme 6.2. Pour tout A > 0, il existe des constantes A, B, M > telles que 

Va > P(3t > : r)tt B M t+s) < Aexp(-Bs). 

Demonstration. La representation en termes de percolation de premier passage du 
modele de Richardson assure l'existence de A' ', B' ', M' > tels que pour tout t > 0, 

(38) Pfo £ B M >t) < A' cxp(-B'i). 

Pour plus de details, on pourra se reporter a Kesten [24] . 

On commence par controler le processus aux temps entiers grace a cette estimee : 

P(3fc e N : Vk <t B M , k+s/2 ) < P(3fc e N : % +s/(2M ,) £ B M , k+s/2 ) 



+ ^- 



< 



5^P(%+«/(2M') <t B M 'k+s/2) 



fe=0 



A' ( B's 

^ * l- cM -B>) CXP {-^ 

Controlons maintenant les fluctuations entre les temps entiers. Soit M > M' : 
¥({3t > : rn t Bnt+s} n {Vk e N, m C B M , k+s/2 }) 

(40) < J2 P ( 3t e [M + 1] : VkC B M , k+s/2 et m £ B M t+s)- 

fc=0 

Mais alors, si C > est une constante telle que \B t \ < C'{\ + t) d et si A, B sont 
les constantes du lemme ETTl 

F(3t G [k, k + 1] : j] k C B M , k+s/2 et r) t <f_ B Mt+s ) 

< P(r/ fe C B M , k+s/2 et rjk+i <t B Mk+s ) 

(41) < \B M < k+s/2 \F(r)i <t B k{M -M')+ s li) 

< C"(l + M'k + s/2) d Aexp(-B(k(M - M') + a/2)) 

< AC'{1 + s/2) d cxp(-Bs/2)(l + M'k) d exp(-B(k(M - A/'))- 
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L'inegalite (|4lj) vient de la propriete de Markov et de l'additivite du processus de 
contact. Comme la serie de terme general (1 + M'k) d exp(— B(k(M — M')) converge, 
le resultat souhaite decoule de (l39l) et (1401). D 



6.2. Un procede de redemarrage. On va utiliser ici un argument dit de rede- 
marrage, que Ton peut resumer comme suit. On couple le systeme que Ton souhaite 
etudier (systeme fort) avec un systeme qu'il domine stochastiquement (systeme 
faible) et que l'on connait mieux. On peut alors transporter un certain nombre de 
proprietes du systeme connu a celui que Ton doit etudier : on laisse evoluer les deux 
systemes conjointement, et a chaque fois que le plus faible meurt et que le plus 
fort est vivant, on fait repartir une copie du plus faible toujours couplee au plus 
fort. Ainsi, soit les deux processus meurent avant qu'on ait pu trouver un processus 
faible capable de survivre, et dans ce cas le controle des grands temps de survie du 
faible peut se transposer sur le fort, soit le plus fort survit indefiniment et on finit 
par le coupler avec un faible qui survit. Dans ce cas, un controle du temps necessaire 
pour un redemarrage reussi permet de transferer des proprietes du processus faible 
lorsqu'il survit sur le processus fort. 

Cette technique est deja ancienne; on la trouve par exemple chez Durrett [14] . 
section 12, sous une forme tres pure. Elle est aussi utilisee par Durrett et Grif- 
feath [HO, afin de transporter des controles connus pour le processus de contact 
en dimension 1 au processus de contact en dimension superieure. Nous allons ici 
l'utiliser en couplant le processus de contact en environnement inhomogene A 6 A 
avec le processus de contact avec taux de naissance constant A m i n - C'est ici que 
Phypothese A m ; n > A c (Z d ) est importante. 

Pour ce faire, nous allons coupler des families de processus ponctuels de Poisson. 
Fixons A <G A. On peut construire une mesure de probability Pa sur f2 x ft sous 
laquelle 

- La premiere coordonnee w est une famille ((w e ) ee Ed,(w 2 ) zeZ d) de processus 
ponctuels de Poisson , d'intensites respectives (A e ) e eE d pour les processus in- 
dexes par les aretes, et d'intensite 1 pour les processus indexes par les sites. 

- La seconde coordonnee 77 est une famille ((j] e ) eGE d, (?7z)zez d ) de processus ponc- 
tuels de Poisson , d'intensite A m ; n pour les processus indexes par les aretes, et 
d'intensite 1 pour les processus indexes par les sites. 

- Les processus ponctuels de Poisson indexes par les sites (les temps de mort) 
coincident : pour tout z G Z d , rj z = u z . 

- Les processus ponctuels de Poisson indexes par les aretes (les temps des even- 
tuelles naissances) sont couples : pour tout e £ E d , le support de rj e est inclus 
dans celui de ui e - 

On note £ A = £ A (uj 7 ri) le processus de contact dans l'environnement A partant de 
A construit avec la famille de processus de Poisson uj, et ( B = ( B (ui, rj) le processus 
de contact dans l'environnement A m in partant de B construit avec la famille de 
processus de Poisson rj. Si B c A, alors on a Pa presque surement £ t s C £f pour 
tout t > 0. On peut remarquer que le processus (£ A , ( B ) est un processus de Markov. 
On introduit les temps de vie de ces deux processus : 

r = inf{t > : $ = 0} et, pour x € Z d , t' x = inf{t > : C? = 0}- 

Remarquons que la loi de r' x sous Pa est la loi de t x sous PA min ; cette loi est en 
fait independante du point de depart du processus, puisque le modele a taux de 
naissance constant est invariant par translation. 
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On definit par recurrence une suite de temps d'arret (u k ) k >o et une suite de 
points (zk)k>o en posant u = 0, z — 0, et pour tout k > : 

- si u k < +oo et £ Ufc 7^ , a lo rs u k+i = r Zk o 6 Uk ; 

- si Uk = +oo ou si £ Ufc = 0, alors Uk+i = +oo ; 

- si Ufe+i < +oo et £«k+i 7^ 0, alors z^+i est le plus petit point pour l'ordre 
lexicographique de £, Uk+1 ', 

- si Mfe+i = +oo ou si t; Uk+1 = 0, alors z k+x = +oo. 

Autrement dit, tant que u k < +oo et £ Uk ^ 0, on prend dans £ Uk le point z k le plus 
petit pour l'ordre lexicographique, et on regarde le temps de vie du processus le plus 
faible, c'est a dire C, partant de z k au temps u k . Le procede de redemarrage peut 
s'arreter pour deux raisons : soit on trouve un k tel que u k < +oo et £, Uk — 0, ce 
qui implique que le processus le plus fort (qui contient le faible) meurt exactement 
au temps u k ; soit on trouve un k tel que u k < +oo, £ Ufc ^ 0, et u k+1 = +oo. Dans 
ce deuxieme cas, on a trouve un point z k tel que le processus faible, partant de 
z k au temps u k , survit, ce qui implique en particulier que le fort, qui le contient, 
survit. On pose alors 

K = inf{?i > : u n+ \ = +oo}. 

Le nom de la variable K est choisi par analogie avec la section [3l Cette section 
etant independante du reste de l'article, la confusion ne devrait cependant pas etre 
possible. II ressort de la discussion precedente que 

(42) (t = +oo <^=> £® 7^ 0) et si r < +oo, alors uk = t. 



On regroupe dans le lemme suivant les estimees sur le procede de redemarrage 
necessaires pour demontrer la proposition ^. 51 On rappelle que p est introduit dans 
l'equation |(7j). 

Lemme 6.3. On se place dans le cadre precedent. Alors 

- VA G A Vn G N Pa(^ > n) < (1 - p) n - 

-VBe B{V) P A (r = +oo, C K ° UK eB)=P x ( T = +oo)P Amm (£° G B). 

- II existe a,/3 > tel que pour tout A G A, E A (exp(cm^)) < (3. 

Demonstration. D'apres la propriete de Markov forte, on a 



,{K>n+l) = P A (u„ +1 <+oo) 

= Px(u„ < +oo, ^„„ ^ 0, r' Zn o 9 U J < +oo) 
< ¥ x (un<+oo)(l-p)=f x (K>n)(l-p). 



Ainsi, K a une queue sous-geometrique, ce qui montre le premier point. En parti- 
culier, K est presque surement fini. 
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En utilisant l(42|) et la propriete de Markov forte, on a encore 

P A (r = +00, C K o 9 UK e B) = P A (£„ K £ 0, C" K o 9 UK G B) 



+OO 



= E E w = fc ' C ^ ' zfe = z - ^ ZK ° *«* e B ) 

fe=0 2^Z d 

+00 

= E E ^(«fc < +00, C ^ 0, zh = *, r' ZK o e Uk = +00, C 2 " o UK e B) 

fe=0 zGZ d 
+00 

J2 E ^(«* < +TO ' C ^ ' Zfe = z ) P ^„(r = +oo, e° G B) 

+00 
,(r = +oo, £°gB)]Tp a K<+oo, £ K ?0). 



k=0z£l, d 

+00 

= PA min (r = +oo, £° GB) 

fc=0 

En prenant pour B l'ensemble des trajectoires, on identifie : 

+00 
P(r = +00) = P A (r = +00) = P AmiD (r = +oc)J2$\(u k < +^,S,° Ul< + 0), 

fc=0 

ce qui nous donne le deuxieme point 

Comme A m i„ > A c (Z d ), les resultats de Durrett et Griffeath [16] pour les grands A, 
etendus a tout le regime surcritique par Bezuidenhout et Grimmett [4], assurent 
l'existence de A, B > telles que 

Vt>0 P Amin (i <r < +00) < Acxp(-Bt), 

ce qui donne l'existence de moments exponentiels pour rl{ T<+00 }. Comme P Amin (i" = 
+00) > 0, on peut choisir (en utilisant par exemple le theoreme de convergence do- 
minee) un a > tel que E Amin (exp(ar)l{ T<+00 }) = r < 1. 
Pour k > 0, on note 

S k = cxp I a ^ T ' Zl ° 6^ J l{« fc <+oo}- 

On remarque que Sk est ^-" Mfc -mesurable. Soit k > 0. On a 

exp(au K )l {K=k} < S k - 

Ainsi, en appliquant la propriete de Markov forte au temps Uk-i < +00, on obtient, 
pour k > 1 

E\[exp(au K )l{K=k}] < E A (5 fc ) = E A (5fc_i)E Amin (exp(ar)l{ T<+00 }) 

< rE A (S fc _i). 

Comme r < 1, on en deduit que E A [exp(auif)] < -^-p < +00. D 

6.3. Preuve de la proposition l2.5L Les estimees $8$ et (O decoulent d'une simple 
comparaison stochastique : 

Demonstration de $7]). II suffit de remarquer que pour tout environnement A 6 A 
et tout z € Z d , on a 

P a (t z = +00) > P Amm (r 2 = +00) = P Amm (r° = +00) > 0. 

□ 
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Demonstration de {2p. On utilise la domination stochastique du processus de contact 
en environnement A par le modele de Richardson de parametre A max - Pour ce mo- 
dele, la croissance au plus lineaire est assuree par (|38|) . D 



II nous reste done a demontrer ©, lflO|) et l[TTj) par le precede de redemarrage. 

Demonstration de {Pp. Soit a,f3 > donnees dans le troisieme point du lemme ROl 
Rappelons que, sur {t < +00}, Uk = t. On a, pour tout A € A, pour tout t > 0, 

P A (i<T<+oo) = P A (e Q * <e QT ,r <+oo)=P A (e Q * <e aUK ,T < +00) 

< P A (e Q * < e aUK ) < e- at E x e aUK < (3e~ at , 

ce qui termine la preuve. D 

Demonstration de $10\) . Comme A m i„ > A c (Z d ), les resultats de Durrett et Grif- 
feath [16] pour les grands A, etendus a tout le regime surcritique par Bezuidenhout 
et Grimmett [4], assurent l'existence de constantes A, B, c > telles que, pour tout 
y e Z d , pour tout t > 0, 

(43) P Amin (t(y) > M + t J < Aexp(-Bt). 

D'autre part, le controle par le modele de Richardson du lemme 16,21 avec A max 
assure l'existence de A, B, M tels que pour tout A £ A, pour tout s > 0, 

(44) P A (3i > 0, £ t ° t BMt+s) < Acxp(-Bs). 

Quitte a diminuer c ou a augmenter M, on peut en outre supposer que j* < 1. 
Maintenant, 

Pa (t(y) > M + i, r = +( 

+Pa (t = +00, u K < ^- r C K C B te /3. *(V) > ^ + * 

Le premier terme est bien controle par l'existence de moments exponentiels pour 
Uk donnee par le troisieme point du lemme 16.31 de redemarrage : il existe C, a > 
tels que pour tout A € A, pour tout t > 0, 

Le second terme est controle a l'aide de (l44l) : 



Pa Uk < ^~ r £ K t Stc/sJ < Pa(3* > 0, £° £ S Mt+f ) < Acxp f-s| 

II reste a contrdler le dernier terme. On note ici 

t'(y) = inf{t > : y e (?}■ 

Rappelons que si r = +00, alors £ UK ^ et zk est bien defini. Comme t(y) est un 
temps d'entree et que £° D C? pour tout t, on a, sur {r = +00}, 

%) <u K + t'{y- z K ) o r ZK o e» UA . . 
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Si u K < $j < |, alors t(y) < \ + t'(y - z K ) o T ZK o 6 UK . Si, de plus, f UK C B tc/3 , 
on a ||y|| > ||y — z K \\ — y, ce qui donne, avec deuxieme point du lemme ROl 

= +00, u K < ^-, e UK C B ct/3 , t{y) > M + 1 

< Pa (t = +00, i'fo - z x ) o T ZK o 0„ K > M_M + * 

< P A (r = +00) sup P Amin (t(y -z)> t^ + * ) < Acxp(-B</2), 

ou la derniere egalite provient de |43|) . Ceci termine la preuve. D 

Demonstration de (Gjp- Soit s > 0, et notons n la partie entiere de s. Soit 7 > 
fixe, dont la valeur sera precisee ulterieurement. 

P(0<£ K'„) =P(3t> s: Q£K t ) 

+ 00 + OO 

< ^ ¥{B lk (jL K k ) + J2 P( B 7fc C i^fe, 3* G [fc, fc + 1) tel que g X t ). 

fc— n k—n 

Commengons par controler la deuxieme somme. Fixons k > n. Supposons que 
B y k C Kk et considerons t e [fe, k + 1) tel que £ K t . II existe done x £ Z d tel que 
G £?\&°. Comme G £? et t > k, il existe y G Z d tel que y G ££ et G £ t y _ fc o 6> fc . 

Si y G S 7 fc C ATfc, alors £°(y) = ^ (y) = 1, ce qui implique que y G £°, ce qui a 
son tour, vu que G £f_ fc o fe , implique que G £°, et contredit l'hypothese G' £°. 
Ainsi, necessairement, y G' B jk , et done : 



¥\(B lk C iffc, 3i e[k,k + 1) tel que g AT t ) 

< „ ? 1 — t f a (V * foe u £ 



, -P A (V 1 ( G U tf zd \ s ^ 

»a(t = +00) V V ^I ' 1 ! 

< -P A (0e U g* XB -> k 
~ p V »e[o,i] 

< ±P A ( s£ u x] e s € B lk ) = ±P A (S? £ B lk ). 

Comme le modele de Richardson de parametre A max domine stochastiquement le 
processus de contact en environnement A, on contrdle ce dernier terme a l'aide du 
lemme 16.11 

Pour controler la premiere somme, il suffit de montrer qu'il existe des constantes 
strictement positives A, B, 7 telles que pour tout A G A, pour tout t > 

(45) Pa(5 74 <t K t , t° = +00) < Aexp(-Bt). 

La constante 7 dont nous avions reporte la definition est ainsi determinee. 

Le nombre de points contenus dans une boule etant polynomial en le rayon de 
la boule, il suffit de montrer qu'il existe des constantes A, B, d > telles que pour 
tout t > 0, pour tout x G Z d , 

(46) llxll < c't =► P A (e (t) + 0,x G e d (t)\f(t)) < AeM-Bt). 

Pour demontrer l(46|) . on va s'appuyer sur le resultat suivant, obtenu par Durrett |17| 
comme consequence de la construction de Bezuidenhout et Grimmett [4] : si £° et 
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£ x sont deux processus de contact independants de parametre A > A c (Z d ), par- 
tant respectivement de et de x, alors il existe des constantes A, B, a strictement 
positives telles que pour tout t > 0, pour tout x £ Z d , 

(47) \\ x \\<at=^ P($ntf = 0,i?^0,ti^0)<Acxp(-Bt). 

Soient a et M les constantes respectivement donnees par les equations (|47"ll et ((Sj) . 
On pose d = a/2 et on choisit e > tel que d + 2sM < a. 
Soient a £ B^ t , 4 et b £ B x t , 4 . On pose 

a a , s = C ° 0st/2 et fa,. = {y£Z d : b £ Q o 6 t{1 _ e/2) _ s }. 

Alors (a 0j8 )o<g<t/2(i- e ) et (/9a,«)o<«<t/2(i-e) son t deux processus de contact inde- 
pendants de taux de naissance A m ; n constant, partant respectivement de a et b. 
Le processus (/9 ,g)o<«<t/2(i-e) est un processus de contact, mais pour lequel on 
a retourne l'axe temporel dans la construction avec les processus de Poisson. De 
maniere analogue, on pose 

t = {yel d : lEgoU 

La loi de (^)o<s<t/2 coincide avec la loi de (£f )o<s<*/2- On s'appuie sur les re- 
marques suivantes : 

- Si a £ £° t/2 , que a a , ( i- e )t/2 n A>,(i-e)t/2 7^ et que 6 £ £* /2 , alors x £ £ t °. 

- Si x £ £f , alors & 2 est non-vide. 

- Si £,t est non-vide, alors £°, 2 est non-vide. 
Ainsi, en posant 

E" = {tf/ a + 0} \ {3« G B° at/4 n e E ° t/2 : aa,(i- E )t/2 ^ 0} 

et £* = [t t/2 ± 0} \ {36 £ B* t/4 n |f t/2 : /3 6 , (1 _ E ) 4/2 ^ 0} , 

on obtient 

(48) p A fe° /0,« efV) < PA(e?/ 2 * 0, er /2 # 0, tf/ 2 n er /2 = 0) 

< P A (E )+P A (i B )+5 J 

ou 5 = ^J Pa k (i- t )t ^ 0, /? 6 _ (i-.)t 7^ 0, a a (i- e)t n /3 6! d-.)t = 0J . 

b e B S,/4 
Pour chaque couple (a, b) apparaissant dans S, on a |ja — 6|| < ||a|| + ||& — :c|| + ||x|| < 
at/ '4 + at/4 + at/2 = at, ce qui permet d'utiliser l[4"7"]). et donne l'existence de 
constantes A, i3, C" > telles que 

S* < C"(l + at/4) 2d Aexp(-B(l - e)t/2). 

En retournant a nouveau le temps, on voit que ¥\{E X ) = P X .\(E°) ; il suffit done 
de controler V\(E°) uniformement en A. Posons 

Ei = {e"/ 2 ^ 0}\{3a £Z d : a£ £° t/2 , a„ >( i_ e)t/2 7^ 0}- 

On a F X (E°) < Pa (^i) +Pa(£° 4/2 £ B "t/ 4 )- D'apres le choix de e et l'inegalite ©, 
on a 

VA e A Vt > Pa(& /2 £ -8(0, at/4)) < Aexp(-Bet/2). 
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A l'aide du lemme 16731 de redemarrage, on voit que 

f\{u K > et/2) < /3cxp(-aet/2). 

Supposons done que uk < et/2 et que £?, 2 ^ : zk est done bien defini et on a 
T z K ° ®u K = +oo. Ainsi, il existe une branche d'infection infinie dans le processus 
couple en environnement A m i n partant de £,® K . Cette branche contient au moins un 
point a E £?i_ e )t/2- P ar construction a E ^?x-e1t/2 e ^ 0i a,{\-e)tj2 ¥" ) ce Qui acheve 
la preuve de (|45|l . □ 



Remarque Au cours de cette preuve, on a montre que pour tout A £ A, 

lim P A (£ t ° / 0, if * 0, & n if = 0) = 0, 

r — >-(-oo 



ce qui est l'ingredient essentiel de la preuve du theoreme 12.41 de convergence com- 
plete. On pourra se reporter a l'article de Durrett [17] pour les details de la preuve 
dans le cas du processus de contact classique. 

APPENDICE : PREUVE DES THEOREMES ERGODIQUES PRESQUE 
SOUS-ADDITIFS 15.21 ET 15.31 

Demonstration du theoreme \5.2l Posons a p = C p et u n = E[/„] : on a pour tous 
n,p e N E[r+ P ] < (EKr+p)"]) 1 /- < C l p /a = a p , d'ou 



u 



i+p < u n + u p + E[g p ] - E[r„ iP ] < u„ + u p + E[g p ] + a p . 



Le terme general d'une serie convergente tend vers 0, done C p = o(p a ), soit a p = 
o{p). Comme a " + ra lg " 1 tend vers 0, la convergence de u n /n est classique (voir par 
exemple Derriennic [H]). La limite /i est finie car u n > en pour tout n. 

On va montrer que / = lim ^ domine stochastiquement une variable alea- 

n — >+oo 

toire dont l'esperance depasse \i. 

Pour toute variable aleatoire X, on note C(X) sa loi sous P. On note K, l'ensemble 
des mesures de probabilites sur K^ dont toutes les lois marginales m verifient : 

Vi >0 m(]t, +oo[) <P(/i+.gi > t/2) + d{2/t) a . 

On definit, pour tout k > 1, 

Afe = fk+i - fk, 

et on note A le processus A = (Afe)fe>i. Pour tout k E N, la sous-additivite assure 
que Afe < (/i + gi) o 9k + rk,i, done, pour tout t > 0, 

P(A k >t) < ¥((f 1 +g 1 )o6 k >t/2)+P(r+ 1 >t/2) 
< F(f 1 +g 1 >t/2) + C 1 (2/t) a . 

Ceci assure que A E JC. 

En notant s le shift : s({uk)k>o) = {uk)k>i> on regarde alors la suite de proba- 
bilites sur R N * : 



{L n ) r 



V * =l /„>i 



PROCESSUS DE CONTACT EN ENVIRONNEMENT ALEATOIRE 37 

Comme K, est convexe et invariant par s, la suite {L n ) n >\ prend ses valeurs dans 
K.. Soient n,k > 1. 

f 1 " 

TT k (x)dL n (x) = -^E(7T fc (^oA)) 

1 " 1 

-VEC/k+i+i - A+i) = -W„+k+i] - JE[/fe+i]). 



n 



Posons Mfc = sup i|E[/„ + fe + i] — E[/fc+i]|. La convergence de u„/n entraine que 

n>l n 

M fe est fini. De meme, par presque sous-additivite, 

L+{x)dL n {x) = ±f>(7r+fV'oA)) 
3 n j=i 

- -]T>[(/ fc+ , +1 - / fe+ ,)+] < E[/+] +E[s+] +oi. 



n . 



Ainsi, on a 



|7T fc (a;)| dL n (x) < / 27rJ (a;) dL n (x) + | / Tr fe (a;) <±L„(a;)| 
< M fc + 2E[/+] + 2E[g+] + 2oi . 

Soit /C' l'ensemble des lois m sur R N tel que pour tout k, J \nk\ dm < 2M/ s +E[/ ] f ] + 
E\gf] + a\. L'ensemble K' est compact pour la topologie de la convergence en loi 
et la suite (L n ) n >i prend ses valeurs dans K! . Soit done 7 un point d' accumulation 
de (i n )n>i et {rik)k>i une suite d'indices telle que L rik =>• 7. Par construction, 7 
est invariante par le shift s. 

Maintenant, la suite des lois de la premiere coordonnee tt\{x) sous (L nk )k>o 
converge faiblement vers la loi de la premiere coordonnee sous 7. Par ailleurs, 
par definition de /C, cette famille de lois a une partie positive uniformement in- 
tegrate, done f ni dj — lim J tt^ dL nk . Cependant, le lemme de Fatou nous dit 

que / 7rj" dj < lim Ett^ dL nk , d'ou finalement 

k — >+oo 

7Ti d-f > lim / 7Ti dL„ & = /i. 

fc— >+oo J 

Soit Y = (Yk)k>i un processus de loi 7. Comme 7 est invariante par le shift s, le 
theoreme de Birkhoff nous dit que la suite (- Ylk=i ^&)n>i converge p.s. vers une 
variable aleatoire reelle Foo, qui verifie done E(Foo) = J m d-f > fi. 

II nous reste a voir que la loi de Foo est stochastiquement dominee par la loi de 

/ = lim i/„. On va montrer que pour tout a £ R, P(Yoo > a) < P(/ > a). Par 

n — >+oo 

continuite a droite, il suffit d'obtenir l'inegalite pour a dans une partie dense de R. 
On supposera done que a est un point de continuite de la loi de /. 

{Voo > a} = < lim > a > = (J < mi > a 

I n— »+oo n fc>l I n>fc n 
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D'ou 



P(Kx= > a) = lim Py ( inf 7 " 1 ' > a 

lim inf Py ( inf : - > a 



k — >+oo n>k \ k<i<n I 

it K 



1 / J_ 

< IW inf lim Vp inf ^ - o s j o A > 



k-t+oc ri>k K^+oo TlK r—T V k<i<r 

3 = 1 



Soit e > 0. On a, pour k,n, j fixes, 



7Ti + ■ ■ ■ + -Ki 

inf ; o s J o A > 

k<i<n i 

inf /j+i+i ~ /j+i >0 

fc<z<n 2 

inf (^+gi)o^ + i+r j+M>a 

k<i<n I 

inf (/<+gi)og '- +1 >a- e > \+pf sup!^±M >£ 

k<i<n i ) \ i>k i 



D'une part, on a 

Notons que ce terme est independant de j et de n. D 'autre part, 

• r (fi + 9i) ° 9] + i ^ \ TO ( ■ f fi + 9i ^ 

ml ; — > a — e ) = P ml ; — > a — e 



k<i<n I I \ k<i<n 



qui est independant de j. Ainsi quel que soit e > 0, on a pour tous n, k, avec n > k : 

Inn J-f>( inf 7ri + '" + 7ri o S 3oA>a)<s- a V --+F ( inf -^±Jl 

A"^+oo UK V k<i<n I j i>k l a V k<i<n i 

3=1 

puis 

inf lim — V>( inf B + ' ' ' + ^ Q s j o A > a") < e~ a V — 

l>fc K-»+oo n^ t— ' V k<i<n i I t>k i a 



n>k K— >+oo TlK 

J=l 



inf A±* > a 

■i>fc V k<i<n i 
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Enfin 

P(Foo > a) < lim" inf 



< 



■ r fi + 9i . \ . T . -a v^ Q 

ml : > a - e + lim £ 2^ — 

k-*+oo n>k \ k<i<n I J k^+oo i>k I 



f !±±^ >a -e 



k— >+oo \ *^ fc l 

y fi+9i - 

lim : — > a — e | 

i — >+oo % 



lim -7- > a — £ 

i — >+oo % 



etant donne que gi/i tend presque surement vers 0. Faisant alors tendre e vers zero, 
on obtient 

V{Yoo > a) < P ( lim — > a ) = P(/ > a). 

\ i— > + oo I J ~ 

Reste a voir l'invariance par les n de /. Soit n > 1 fixe. On a 



+ °° /r+ 



+00 






+00 



< 



C u 






< +OO. 



p=l 



En particulier, -^ tend presque surement vers lorsquep tend vers l'infini. Comme 

fn+p < /« + fp ° On + 9p ° On + r n,p> en divisant par n + p et en faisant tendre p 
vers +00, il vient que 

/ < / o On p-s. 

Comme 0„ laisse P invariante, on en deduit classiquement que / est invariante par 

On- □ 

Remarques Dans le present article, il n'est pas fait usage de la possibilite de 
prendre g p non nul. Dans le cas ou les (g p ) ne sont pas nuls mais ou les r„ jP sont, 
en revanche, nuls, on obtient un resultat qui ressemble beaucoup au theoreme 3 de 
Schiirger [34]. Comme Schiirger [33], nous reprenons le procede de couplage avec un 
processus "stationnarise" initie par Durrett [13] et popularise par Liggett [28]. Ici, le 
raisonnement est raffine en etablissant directectement une comparaison stochastique 
de la variable aleatoire Y, et non du processus (Y n ) n >i dont elle est la limite 
inferieure. 

Dans la plupart des theoremes ergodiques presque sous-additifs existants, la 
convergence presque sure requiert des conditions assez fortes (du type stationnarite 
en loi) du defaut de sous-additivite. Ici, en revanche, on obtient un comportement 
presque sur en considerant une condition sur les moments (d'ordre superieur a 1) du 
defaut de sous-additivite. A contrario, on sait qu'un contrdle du moment d'ordre 
1 du defaut de sous-additivite n'est pas sufEsant pour obtenir un comportement 
presque sur (voir la remarque de Derriennic [TT] et le contre-exemple de Derriennic 
et Hachem [T2]). 



Demonstration du theoreme 15.31 II reste a montrer que E 



lim — I < M- 



n — >+oo 



On fixe k > 1. En utilisant la sous-additivite, on a pour tout n > et pour tout 
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< r < k- 1 : 

fnk+r < fnk + (fr + g r ) ° Onk + r+ k r 



< I E h °(^) l j + [ f^ - J2 h o (e k y J + (f r + 9r ) o e nk + r+ kr 

Comme 9). laisse P invariante, le theoreme de Birkhoff nous donne la convergence 
presque sure et dans L 1 : 

n— t+oo n ^— d k k 

3=0 

oh Ik est la tribu des invariants par 8 k . Contr61ons maintenant les termes residuels. 
Comme la famille finie ((/ r + g r ))o<r<k-i est equi-integrable et que 9 k laisse P 

invariant, la famille ( sup (f -f q ) o 62)n>i est equi-integrable, ce qui assure 

0<r<k~l K - 



la convergence presque sure et dans L 1 



lim - sup (f r + g r ) o (6 k ) n = 0. 

n^+oo n 0<r<k~l 
+oo r + +CO „ 

On a y E[( " ' r ) a ] < } — < +oo, ce qui entraine, comme precedemment, que 

z — t n £ — < n a 

n—l n— 1 

r nk r/ n tend presque surement vers 0. Finalement, 

w _ r n , -,-, ^- fnk+r , E[/fc|Ifc] 

Vr e {0, ...,k- 1} hm < r » 

et done E[ lim — ] < — r — • On acheve la preuve en faisant tendre k vers +00. 

n—>-\-oo W> fe 

D 

Remarque Dans le cas ou il n'y a pas de defaut de sous-additivite, les hypotheses 
du theoreme 15 .31 sont evidemment verifiees ; on obtient ainsi un theoreme ergodique 
sous-addititif qui ressemble beaucoup a celui de Liggett [28] sans toutefois lui etre 
strictement comparable, au sens ou aucun des deux n'entraine l'autre. 

En effet, prolongeant une remarque faite par Kingman dans son cours de Saint- 
Flour [26j (page 178), on peut noter que Phypothese de Particle original de Kingman, 
a savoir la stationnarite du processus doublement indexe (X Stt ) s >o,t>o, peut etre 
affaiblie de deux manieres : 

- Soit en supposant que pour tout k, le processus {Xr r _i)k t rk)r>i est stationnaire 
- e'est Phypothese qui sera utilisee par Liggett |28j . 

- Soit en supposant que la loi de X rhn+p ne depend que de p. Cette hypothese, 
suggeree par Hammersley et Welsh, est celle que nous faisons ici, ou que fait 
Schiirger dans [34]. 

II faut noter toutefois que dans la preuve de Liggett [28], Phypothese speciale de 
stationnarite n'intervient que dans la partie reputee facile du contrdle de la limite 
superieure. 

A Pepoque, Kingman semble penser que le premier jeu d'hypotheses Pa emporte 
sur le second, au vu des applications possibles. Plus de trente ans plus tard, les 
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progres des theoremes ergodiques sous-additifs - en particulier s'agissant du controle 
de la limite inferieure - amenent a nuancer cette affirmation. 

Les auteurs tiennent a remercier le rapporteur anonyme qui a decele une erreur 
dans une premiere version de cet article. 



[l 

[2 

[3 

[4 
[5 
[6 
[7 
[8 
[9 
[10 

[11 
[12 
[13 
[14 
[15 

[16 
[17 

[18 

[19 

[20 



References 

O. S. M. Alves, F. P. Machado, and S. Yu. Popov. The shape theorem for the frog model. 
Ann. Appl. Probab., 12(2) :533-546, 2002. 

O. S. M. Alves, F. P. Machado, S. Yu. Popov, and K. Ravishankar. The shape theorem for the 
frog model with random initial configuration. Markov Process. Related Fields, 7(4) :525-539, 
2001. 

Enrique D. Andjel. Survival of multidimensional contact process in random environments. 
Bol. Soc. Brasil. Mat. (N.S.), 23(1-2) :109-119, 1992. 

Carol Bezuidenhout and Geoffrey Grimmett. The critical contact process dies out. Ann. 
Probab., 18(4) T462-1482, 1990. 

Daniel Boivin. First passage percolation : the stationary case. Probab. Theory Related Fields, 
86(4) :491-499, 1990. 

Maury Bramson, Rick Durrett, and Roberto H. Schonmann. The contact process in a random 
environment. Ann. Probab., 19(3) :960-983, 1991. 

Maury Bramson and David Griffeath. On the Williams-Bjerknes tumour growth model. II. 
Math. Proc. Cambridge Philos. Soc., 88(2) :339-357, 1980. 

Maury Bramson and David Griffeath. On the Williams-Bjerknes tumour growth model. I. 
Ann. Probab., 9(2) :173-185, 1981. 

Francis Comets and Serguei Popov. On multidimensional branching random walks in random 
environment. Ann. Probab., 35(1) :68-114, 2007. 

Maria Deijfen. Asymptotic shape in a continuum growth model. Adv. in Appl. Probab., 
35(2) :303-318, 2003. 

Yves Derriennic. Un theoreme ergodique presque sous-additif. Ann. Probab., 11(3) :669-677, 
1983. 

Yves Derriennic and Bachar Hachem. Sur la convergence en moyenne des suites presque sous- 
additives. Math. Z., 198(2) :221-224, 1988. 

Richard Durrett. On the growth of one-dimensional contact processes. Ann. Probab., 
8(5) :890-907, 1980. 

Richard Durrett. Oriented percolation in two dimensions. Ann. Probab., 12(4) :999-1040, 
1984. 

Richard Durrett. Lecture notes on particle systems and percolation. The Wadsworth & 
Brooks/Cole Statistics/Probability Series. Wadsworth & Brooks/Cole Advanced Books & 
Software, Pacific Grove, CA, 1988. 

Richard Durrett and David Griffeath. Contact processes in several dimensions. Z. Wahrsch. 
Verw. Gebiete, 59(4) :535-552, 1982. 

Rick Durrett. The contact process, 1974-1989. In Mathematics of random media (Blacksburg, 
VA, 1989), volume 27 of Lectures in Appl. Math., pages 1-18. Amer. Math. Soc, Providence, 
RI, 1991. 

Olivier Caret and Regine Marchand. Asymptotic shape for the chemical distance and first- 
passage percolation on the infinite Bernoulli cluster. ESAIM Probab. Stat., 8 T69-199 (elec- 
tronic), 2004. 

J. M. Hammersley. Postulates for subadditive processes. Ann. Probability, 2 :652-680, 1974. 

J. M. Hammersley and D. J. A. Welsh. First-passage percolation, subadditive processes, 
stochastic networks, and generalized renewal theory. In Proc. Internat. Res. Semin., Statist. 
Lab., Univ. California, Berkeley, Calif., pages 61-110. Springer- Verlag, New York, 1965. 



42 OLIVIER CARET AND REGINE MARCHAND 



[21 

[22 
[23 
[24 

[25 

[26 

[27 
[28 
[29 
[30 

[31 

[32 
[33 
[34 

[35 



T. E. Harris. Additive set-valued Markov processes and graphical methods. Ann. Probability, 
6(3) :355-378, 1978. 

C. Douglas Howard. Models of first-passage percolation. In Probability on discrete structures, 
volume 110 of Encyclopaedia Math. Sci., pages 125-173. Springer, Berlin, 2004. 

C. Douglas Howard and Charles M. Newman. Euclidean models of first-passage percolation. 
Probab. Theory Related Fields, 108(2) :153-170, 1997. 

Harry Kesten. Aspects of first passage percolation. In Ecole d'ete de probability's de Saint- 
Flour, XIV — 1984, volume 1180 of Lecture Notes in Math., pages 125-264. Springer, Berlin, 
1986. 

J. F. C. Kingman. Subadditive ergodic theory. Ann. Probability, 1 :883-909, 1973. With 
discussion by D. L. Burkholder, Daryl Daley, H. Kesten, P. Ney, Prank Spitzer and J. M. 
Hammersley, and a reply by the author. 

J. F. C. Kingman. Subadditive processes. In Ecole d'Ete de Probability's de Saint-Flour, 
V-1975, pages 167-223. Lecture Notes in Math., Vol. 539. Springer, Berlin, 1976. 

Abel Klein. Extinction of contact and percolation processes in a random environment. Ann. 
Probab., 22(3) :1227-1251, 1994. 

Thomas M. Liggett. An improved subadditive ergodic theorem. Ann. Probab., 13(4) :1279- 
1285, 1985. 

Thomas M. Liggett. The survival of one-dimensional contact processes in random environ- 
ments. Ann. Probab., 20(2) :696-723, 1992. 

Thomas M. Liggett. Stochastic interacting systems : contact, voter and exclusion processes, 
volume 324 of Grundlehren der Mathematischen Wissenschaften [Fundamental Principles of 
Mathematical Sciences]. Springer- Verlag, Berlin, 1999. 

Charles M. Newman and Sergio B. Volchan. Persistent survival of one-dimensional contact 
processes in random environments. Ann. Probab., 24(1) :411-421, 1996. 

Daniel Richardson. Random growth in a tessellation. Proc. Cambridge Philos. Soc, 74 :515- 
528, 1973. 

Klaus Schiirger. A limit theorem for almost monotone sequences of random variables. Sto- 
chastic Process. Appi, 21(2) :327-338, 1986. 

Klaus Schiirger. Almost subadditive extensions of Kingman's ergodic theorem. Ann. Probab., 
19(4) :1575-1586, 1991. 

Mohammad Q. Vahidi-Asl and John C. Wierman. A shape result for first-passage percolation 
on the Voronol tessellation and Delaunay triangulation. In Random graphs, Vol. 2 (Poznan, 
1989), Wiley-Intersci. Publ., pages 247-262. Wiley, New York, 1992. 



Institut Elie Cartan Nancy (mathematiques), Universite Henri Poincare Nancy 1, 
Campus Scientifique, BP 239, 54506 Vandoeuvre-les-Nancy Cedex France, 
E-mail address: 01ivier.GaretSiecn.u-nancy.fr 

E-mail address: Regine.Marchand@iecn.u-nancy.fr 



